Zusammenschrift, frei nach dem Skript von Prof. Bemelmans, 2011 angefertigt von Martin Gritzan
Kein Anspruch auf Vollstandigkeit und Korrektheit.

Losungsansatze fiir DGLs

Es wird stets davon ausgegangen, dass y, v von x abhdngen. Alle durch Kleinbuchstaben reprdsentierten Variablen hdngen
ebenfalls von x ab. Grofsbuchstaben sind Konstanten.

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Homogen
Die homogene DGL

y +ay=0
wird nach dem Exponentialansatz gelost von

y=C- e(=J ad"); C € R oder bei Anfangswertproblemen durchy =y, - e(_ fandx)

Inhomogen
Die inhomogene DGL

y' +ay=f)
wird nach dem Exponentialansatz mit Variation der Konstanten geldst von
y = e(—fadx)f efadkfxdx

oder als Anfangswertproblem durch

X
x k
y= (=l e dn) fef"oadkf(ll) dp + ug

Xo

Bei den AWP kommt die unbekannte Konstante beim Integrieren dazu.

Separabel
Separable DGLs kdnnen auf die Gestalt

Y g

gebracht werden und lassen sich durch Umformen der Gleichung
) dn|y = [ f(x) dx bzw. bei AWP f;; gm)dn = f;of(x) dx
nach y l6sen. Dabei muss gepriift werden, ob mit dem Anfangswert anschlieBend g(y) ungleich O gilt.

Bernoulli-DGL
DGLs der Form

y'+ay = by“
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heilRen Bernoulli-DGL und lassen sich nach dem Ansatz

a b 1
y = vPmit v als Lésungvon v’ + —=v =— und § =

g B

l1—«a
I6sen. Bei einem AWP wird v, = yoﬁ als Anfangswert fiir den Losungsansatz benutzt.

Riccati-DGL

(nicht lineare) Differentialgleichungen der Form
y' +ay=b+cy?

lassen sich auf ein lineares Problem runterbrechen, wenn eine partikulare Losung ¢(x) bekannt ist.
Dann 16st man die DGL

v+ Q2cp —a)v=—c

und bildet anschlieRend zur Losung der urspriinglichen DGL noch

y=¢ >

Dies geht aber nur, wenn eine partikuldre Losung bekannt ist. Man kann ¢(x) aber auch durch
Probieren finden. Die triviale Lésung v(x) = 0 ist desweiteren offensichtlich nicht zulissig.

Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

werden i.A. auf DGL-Systeme erster Ordnung transformiert und tber die Matrix-Exponentialfunktion
gelost. Dies wird, wenn nicht verlangt, auch nicht mehr explizit ausgeschrieben. Man beschrankt sich
auf das Wesentliche und I6st die zeitfressenden Aufgaben mittels ,Koeffizientenvergleich”.

Die Koeffizienten a,b hdngen i.A. nicht von x ab!

Homogen
Eine DGL der Form

y"+ay'+by=0

wird gel6st, indem man das charakteristische Polynom der Matrix, die bei der Transformation in ein
DGL-System erster Ord. entstehen wiirde, direkt aus der DGL abliest:

PO =2%2+al+b

Mit der PQ-Formel I6st man P(A) = 0 und erhilt damit die Eigenwerte der Matrix. Jetzt kann man
sofort (und ohne Berechnung der Eigenvektoren) ein Fundamentalsystem der DGL angeben:

1. Fall: Die Eigenwerte sind reell und verschieden.
2. Fall: Die Eigenwerte sind komplex konjugiert.
3. Fall: Das Polynom hat eine doppelte Nullstelle.

llx

Im ersten Fall ist @, = eM1¥, ¢, = e*2* ein FS,

im zweiten Fall ist es ¢, = eRe)x o, = om(A1)x
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hx o, = xeM¥ ein FS.

bei einer doppelten Nullstelle ist ¢; = e
Die homogene Losung wird dann gegeben durchy = C;¢4 + Co,; C €ER

Analog kann man fiir DGLs hoherer Ordnung verfahren. Dann besteht das FS aus mehr Gleichungen,
die an die homogene Losung dranaddiert werden.

Inhomogen
Bei einer inhomogenen DGL héherer Ordnung, z.B.

y'+ay' +by=f(x)
findet man zunachst wie oben beschrieben die homogene Lésung, also die Lésung zu
yr'' +ayn' + by, =0

Anschlieend bestimmt man eine partikulare Losung der inhomogene DGL. Dazu kann man entweder
raten oder einen Ansatz vom Typ der rechten Seite machen.

Dazu wahlt man beispielsweise
Yp = Ax®> + Bx*+ -+ F

wenn f(x) ein Polynom 5. Grades ist oder
Yp = Asin (x) + Bcos (x)

wenn f(x) eine Sinusschwingung ist oder
Vp = e“¥[Ax® + Bx* + - + F]
wenn f(x) eine Verkettung aus einer e-Funktion und einem Polynom 5. Grade ist und so weiter.

AnschlieBend errechnet man die Ableitungen von ¥, und setzt sie in die inhomogene DGL ein. Jetzt
kann man die Koeffizienten A bis G durch Koeffizientenvergleich bestimmen und hat eine partikulare
Losung gefunden.

Ein anderer Ansatz fiir eine partikulare Losung ist moglich, nachdem man die homogene Lésung
schon berechnet hat. Man berechnet

W(x) = 91(x)93(x) — 91" ()92 (%)

mit ¢4, @, als Fundamentalsystem der homogenen Losung. Wenn W (x,) # 0 fir ein x, € Def (y)
gilt, kann man weiterrechnen und

—fo —fo
yp=(p1f72dx+(p2f Wldx

1 1

ist eine partikuldre Losung.

Die allgemeine Losung der DGL ist dann

Y=YntYp



