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1. OLS-Schiatzer - Methode der kleinsten Quadrate
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+ OLS - Ordinary Least Squares

» Schatzer der kleinsten Quadrate — Die Summer der quadrierten Fehlerterme soll
minimiert werden. Wirde man nur die Summe der Fehlerterme minimieren, heben
sich negative und positive Fehler auf und man kommt zu sehr schlechten Lésungen.
Nimmt man nur die Summe der Betrdge der Fehler, werden sehr grofie Fehler nicht
relativ starker bestraft als kleine Fehler.
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Abbildung 1
& OLS-Schiitzer: bg;s= (X X) 1+ X'y

> B — ,wahrer” Parameter (Koeffizient)
> bors — geschatzter Parameter
> geschitzte Werte (fitted value): Xbg;s =y
> geschiitze Fehler: [I,-X(XX)'X]*y=y-Xbos=y-y=e

" y=j+e

> Fehlerquadratsume:

yI,-X(XX) ' X]y=y xe=(e+)) re=ee+ y'ze = e2 + e2+...
da
orthogonal
zueinander

= sollte moglichst klein sein!


http://de.wikipedia.org/wiki/Methode_der_kleinsten_Quadrate
http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/02p.pdf

% Wichtige Beweise:
» Herleitung des OLS-Schétzer:
argmin(e’e) = argmin[(y - Xb) * (y - Xb)]

= argmin[y’y — [Xb)’y — be’ + (Xb) Xb]

= argmin (y'y — 2Xby + b' X Xb) = S(b)

55(b) _

2= -2Xy+2XXb =0

= Bedingung fiir Minimum:

" bos=(X'X)1«X'y

» Konsistenz
= Ein Schitzer 6 eines Parameter 6 ist konsisten, wenn gilt plim(@) =6.

=  Rechenregeln fiir ,probability limits":

» plimc = c (c=const.)

> 0, und 8, = konsistente Schatzfunktion:
= plim(6; +0,) = plim 6, + plim 6,
= plim (8,0,) = plim 6, * plim 0,

- . @_1 _ plim 91
pllm @2 - plim §2
» Slutsky-Theorem: plim h(@) = h(6)

= Beweis: plim(bgis) =B

plim bgs = plim (X' X)Xy = plim (X X)X« (XB + ¢€)
-1

= plim B + plim (X X)"'X e = B + plim (Xn—x) * plim (%) =f
© =0
Anna<hme 5b Anna hme 3 +5a

Die letzten beiden Annahmen miissen explizit gezeigt werden (siehe
Skript)!



» Unverzerrtheit (Erwartungstreue):

= st ein Schitzer Erwartungstreu, so entspricht sein Erwartungswert dem
wahren Wert des zu schiatzenden Parameters!

* E(bois)=PB

= Beweis: E[boss - BIX] = E [(X'X) X'y - pIX]

=y (Annahme 1)
SE[(XX7X (Xp-q) - B’X] - E[f- - (X)X e[X]

= (X X)X * E[e|X] =0
=0

Annahme 3
2. Annahmen des OLS-Schitzers:
1. Annahme: linearer Zusammenhang
y=XB+¢
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» Kausalitdt von X auf y und nicht umgekehrt!

» keine Heterogenitdt im Zusammenhang zwischen X und y

» z.B. kein Strukturbruch, durch den fiir eine Teilstichprobe ein
Zusammenhang gilt & fiir eine andere nicht!

4

*,

L)

«» Verletzt durch:
» Strukturbruch
» Kausalitit von y auf X



2. Annahme: »~Ausschluss perfekter Multikolinearitiat“

Rang(X) = k (implizit:n = k)

K/
‘0

L)

vollstandiger Rang

Variablen miissen linear unabhéngig sein — sichert Invertierbarkeit von (X X )

R/
0’0

+» Verletzt durch: linear abhingige Variablen

» Problem der perfekter Multikolinearitit (Korrelation = 1)
» Kkeine OLS-Schitzung mehr moglich!

« Losung: Eine der anderen Variablen ausschlief3en, diese findet sich dann im
Fehlerterm wieder!

» Hohe Korrelation (=0,95) ist kein Problem!
» Partial Effect:
= Der Regressionskoeffizient b; misst die gemeinsame Variation von y

und x; , die nicht gleichzeitig auch eine Variation mit einer anderen
Variablen x; ist!

= PBeispiel: b, misst die Verdnderung des Erwartungswetes von y
gegeben einer Verdnderung von x, bei Konstanz von x4!

+ Venn-Diagramm:

OLS-Schatzer (Einfluss
von x1 aufy)
i

- kleiner Einfluss

hoch —grofter Fehler
korreliert Ji
- R? sehr kleinl

» Der tiirkise Bereich, ist der gleichzeitige Einfluss von x; und x, auf y und wird
nicht im OLS-Schatzer erfasst (Partial Effekt). Dieser Einfluss findet sich im
Fehlerterm wieder.



3. Annahme: Unkorreliertheit

E[g;|X] =0, Cov(x,e) =0

% Verletzt durch: Endogenitit y —X

Problem der
» Cov(x,e)#0 Endogenitat

» borsist verzerrt & inkonsistent!
=  Annahme 3 wird in beiden Beweisen benutzt!

% Ausléser:
> Simultanitit (simultane Kausalitit):
» Simultane Kausalitat liegt vor, wenn die Kausalitit in beide Richtungen
geht! Wenn also X kausal auf y wirkt, aber auch y kausal auf X!

= Beispiel:
L4 = Bo+B, xW+XB+e¢ Arbeitsnachfrage
L=y, +y, *W+Zy+v Arbeitsangebot

¢ Im Gleichgewicht gilt L =L%=L1° (daher ist W endogen
gegeben)
¢+ - unterschiedliche X und Z Werte, daher liegt by, s von
L =bgy+bgys W +---+ e irgendwo zwischen , & y,

¢+ > qalso verzerrt und inkonsisten!

¢+ positive Korrelation zwischen erklarender Variable W und dem
wahren Fehlerterm € — Cov(g;, W;) > 0

¢+ Ursache: Simultanitit, mit der die abhdngige Variable L und
die erklarende Variable W gleichzeitig bestimmt

werden!
> Messfehler: X'=X- u > y=by+b X +bu+e
Messfehler Fehler v

* Cov(X*,v) # 0 » Annahme 3 verletzt!
*  je grofier Tﬁ (= Messfehlervariation), desto mehr wird b, gegen Null

verzerrt! (Attenuation Bias)

» Konservativer Fehler: Ist by trotzdem signifikant #0, ist die Grofde
von b, zwar fraglich, aber der Effekt ist
gesichert!

» rationale Erwartungen

» Zeitverzogerung der abhingigen Variable



» Ommited Variable Bias (Ausschluss einer relevanten Variable)

= Effekt auf OLS-Schitzer hiangt davon ab, ob die ausgeschlossene
Variable mit den verbleibenden erkliarenden Variablen korreliert ist!

y=PBg+/X+BZ+e mit Cov(X,Z)#0

y:b0+b1X+uL'

* Wenn Cov(X,Z) # 0 ist, dann beinhaltet b; nicht nur den Einfluss von
X auf y, sondern auch noch den Einfluss von Z auf y, da wir nicht
explizit auf Z kontrollieren!

» Folge: Verzerrung von b
¢+ Wenn ausgeschlossene Variablen positiv mit verbleibender
Variable korreliert sind, dndert sich der Koeffizient b;.

+ Losung: Instrumentenvariablen-Schitzer (/V-Schdtzer)

> Beheben mit ,Instrument” Z

() Zerklart Einfluss von X auf y! (l)
(if)  Zist nicht mit € korreliert! y X z

[N

> Anforderungen an ein gutes Instrument:

» X & Z moglichst hoch korreliert (Testbar)

¢ Cor(X;Z) # 0 > Z auf X regressieren und Signifikanz testen!
¢ X =Po+pPy ...+ B * Z + & - Signifikanz B,?

» 7 &enicht korreliert! (muss theoretisch begriindet werden)

> Schitzer in zwei Stufen (OLS in 2 Stufen — IV-Schiitzer)

= Two-Stage Least Squares Estimator
= 1.Stufe: OLS-Regression von X aufZ - X
¢+ & Teil (der die Verzerrung verursachte) wird aus X
Jrausgeschnitten“ librig bleibt der gute Teil von X, mit dem in
der zweiten Stufe normal regressiert wird.

= 2.Stufe: OLS-Regression vony aufX

¢+ X an Stelle von X-Regression mit y, ohne dass Annahme
Cov()?; s) = (0 verletzt wird!



» in Stata:
»  jvregyx1 (x2=z)
» jvregy x1 (x2=z), first robust
+ first = auch erste Stufe wird als Tabelle ausgegeben

4. Annahme: Homoskedastizitiat & keine Autokorrelation
Elex&|X] =1, *1? <0

< Cov(si; ej) =0 Vi#j — keine Autokorrelation

% Var(g;) =Var(g;) =1* Vj,i — Homoskedastizitit!!

> Fehlerterme besitzen die gleiche Varianz, d.h. sie folgen der gleichen
Verteilung (i.i.d.)!

< Verletzt durch: Heteroskedastizitat

» Fehlerterme haben unterschiedliche Varianzen!
» Kann schnell im Streudiagramm (Scatterplot) erkannt werden.

= Var(g;) ist wichtig fiir die t-Statistik!

_ b _ [elexSu
¢ t= s/Nn $= \j n-k
¢+ s Standardabweichung (Std. Err.)

¢ n=1
* ‘Ll=0

» Standard Error: wird unter der Annahme berechnet, dass die Varianzen der
Residuen identisch sind: e'e: Skalar
= Standard Error ist demnach falsch, falls in  Wahrheit
Heteroskedastizitat vorliegt!

» Als anschauliches Beispiel dient die Wettervorhersage, bei welcher die Varianz
der Fehler mit grofderem Abstand vom heutigen Tag zunimmt. Die
Vorhersagefehler also starker streuen.


http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/04p.pdf

®

« Folge: Die Anderung der Varianzen hat somit Auswirkungen auf die t-Statistik!
— Aussage iiber Signifikanzniveau wird verfalscht!

» OLS-Schitzer bleib unverzerrt & Kkonsistent! (In den Herleitungen wird
Annahme 4 nicht verwendet)

» OLS hatte die kleinste Varianz, da sich die Varianz bei Heteroskedastizitat
dndert, werden t-Test & F-Test ungiiltig! Die OLS-Schitzer fiir die

Koeffizienten sind nicht mehr effizient. Die geschatzten Standardfehler der
Koeffizienten sind verzerrt, sodass die Hypothesentests ungiiltig werden.

> R? bleibt giiltig als MaR der Giite der Regression!

R/

« Loésung: konsistente Kovarianzmatrix — ,, White"“-Matrix

5. Annahme:

% [x;€&]; i=1,..,n istein Vektor von ii.d. Zufallsvariablen, die nach einer
Zufallsauswahl aus einer Grundgesamtheit ,,gezogen“ wurden!

= iid. identically independently distributed
= Cov(x;6)=0

= Verletzt durch: nichtiid. verteilte Stichproben!
% X folgt einer Multivariaten Verteilung mit
" E[X]=p, <o

» Var[X] =), <® endliche Varianz
. E[xl-x]-xkxl] = ¢y < endliches 4. Moment

6. Annahme:

+ Kleine Stichprobe: £|X~NJ[0,1,7?%]
» Verletzt, wenn Storterme nicht Normalverteilt sind!

+ grofde Stichproben: n - oo (gilt abn > 30)
» Annahme der Normalverteilung ist hier nicht mehr nétig.



. Tests

% t-Test: Hy: B, = 0 > X, erklarty nicht!

» Test auf nur einen Koeffizienten und eine Restriktion!
- b -1
s/Nn
» Variablen: Standard Error (s), Erwartungswert (u = 0), n normal =1

» Wennt<als ,tvon ¢(t) = 95%" (5% Signifikanzniveau), dann kann H, nicht abgelehnt
werden! Der Koeffizient ist also insignifikant!

» n-k-1 nur, wenn man davon ausgeht, dass bei uns fiir gewohnlich k=j gilt, da wir alle
Koeffizienten testen. -1 kommt hinzu, falls eine Konstante vorhanden ist, ansonsten
fallt dies weg.

» Test fiir mehrere Koeffizienten (z.B. f; = 2 = --- = 0) oder mehrere Restriktionen!

» Variablen:

»  GitemaR R? aus Stata Output

= n Anzahl der Beobachtungen (Number of obs)
= k Anzahl der geschitzten Koeffizienten

= j Anzahl der Restriktionen

o = . 2 2 S% S%
<+ Bestimmtheitsmafd R© R“ = Z= 1- 2
y y

> R? ist der Anteil der Variation der zu erklirenden Variable y, der durch das
Regressmodell erklart wird.

Bei R? = 0 hat das Modell iiberhaupt keine Erklarungskraft.
Die Héhe von R? verschiedener Schitzmodelle ist nicht untereinander vergleichbar.

Y VvV

> R? steigt immer, wenn zusitzliche erklirende Variablen hinzukommen. R? sinkt
hingegen, wenn die zusatzliche Variable nur eine geringe oder keine Erklarungskraft
besitzt!



4. Interpretation der marginalen Effekte

/7

% lin-log-Modell y=fo+pfiInX)+e ->==1% - Ay=0,01p
0
> Eine relatvie Anderung von X um 1%, geht einher mit einer absoluten Anderung (des
Erwartungswertes) von y um f84 * 0, 01!

®,

¢ loglin-Modell 1In(y)=B,+B,X+e —Ax=1 - % = B +100%
0

> Eine absolute Anderung von X um eine Einheit (AX = 1), bedeutet eine relative
Anderung von y um 1 * 100%)!

<+ loglog-Modell In(y)=fB,+B,*In(X)+e —=

X0

1% - 2=gy
Yo

> Eine relative Anderung von X um 1%, geht einher mit einer relativen Anderung von y
um 3, % — Elastizitat!

5. STATA Output

. reg price sqrft bdrms bdrms sqrft
, I
Source 558 df MS Number of obs = g8 P Wert fur die
------------- o F( 3, 84) = 52,90 gesamte
Model 600164 .068 3 200054.683 Prob > F = 0.0000 Regressian
Residual | 317690.4328 84 3782.02902 R-sgquared = 0.6539 2
————————————— o mmmm Bdj R-squared = 0.6215 CutemabR
Total 917854 .506 87 10550.0518 Root MSE = 6§1.498
price Coef t B>t [95% Conf. Interwvall]
sqrft .0326205 0.75 -.0541655 .1194065
bdrms | -35.95534 -1.50 -B3.706587 11.79589
bdrms_sqrit | .023448 2.31 0032491 043647
_cons 181.65908 1.97 -1.636817 365.0184
Koeffizienten der Standard P Wert far die
Schatzgleichung Error einzelnen

Koeffizienten

3

» Number of obs:  Anzahl der Beobachtungen
» Coef.: Koeffizienten der Schatzgleichung

oo

» Hier: y = 181,69 + 0,03262 * sqrft — 35,955 * bdrms + 0,023448 * bdrms_sqrft + ¢

% t-Test Nullhypothese: H,: b, =0

» Hypothese: x;, erklart y nicht!
o . . Coef .
ot Wert des t-Test! Hier einfach t =

Std .Err.


http://dss.princeton.edu/online_help/analysis/interpreting_regression.htm

s P> |t|: Marginale Wahrscheinlichkeit mit der der Koeffizient b, in der Grundgesamtheit
=0 ist!

» >0,05 - nicht signifikant! Der P Wert gibt das maximale Signifikanzniveau
an, auf dem die Hypothese Hj nicht abgelehnt
werden kann!
= Die Wahrscheinlichkeit das x, keinen Einfluss auf y hat ist grofier als 5%.
= Unsere Nullhypothese kann auf dem 5% Niveau also nicht abgelehnt werden!
Und b, hat so wahrscheinlich keinen erklarenden Einfluss auf y!

» < 0,05 - signifikant! Die Nullhypothese kann also auf dem 5%
Signifikanzniveau zugunsten der Alternative abgehlehnt

werden.
= Die Alternative ist, dass bj in der Grundgesamtheit y erklart!

% Prob>F: P-Wert fiir die gesamte Regression

. Bindre abhidngige Variable

% Neue Schatzer fiir binire Variablen y € {0,1}

+ Problem bei OLS-Schitzer: Bei bindren Variablen ist eine sinnvolle Interpretation nicht
mehr moglich
» Ply=1X)=X;p »X;f>1 oderX;f <1
» fiihrt zu Unsinnswahrscheinlichkeiten!

» Losung: Funktion F(X;f) um OLS interpretierbar zu machen und zwischen 0 und 1
zu halten!
> P(y=1|X) = F(X;p)

L)

= Definitionsbereich [-o0, 0]
=  Wertebereich: [0,1]
¢ Probit-Schatzmodell: F(X;B) = ¢(X;B) Standardnormalverteilung
XiB
¢ Logit-Schatzmodell: P(y =1|X) = lie—xiﬁ = A(X;B) logistische Verteilung

+ Schitzer werden mit der Max-Likelihood-Methode- hergeleitet.



