Formelsammlun_g Svstemtheorie 1l 06.02.12© C.Pieper (keine Gewahr auf Richtigkeit! Korrekturen an christoph.pieper@rwth-aachen.de)

Regelungsnormalform & steuerbar

bo + blz + - +bn_1Zn_1

G(z) =
@) ag+a1z+ -+ ay_1z" 1+ 20
0 1 0 0 0 0
0 0 1
Azl 0 0 0o 1 :
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Existiert nur flr erreichbare Systeme (-> s. Invertierbarkeit

Basistransformationsmatrix S)

% A

A AT

Beobachternormalform <& beobachtbar

Be CT

0Z "+ bzt by 27t

G(z) = b

aoz—n + alz—n+1 + e+ 1

C < BT

Zustandsgleichungen / allgemeine Lésung

zeitdiskret

zeitkontinuierlich

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

x(t) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t) + Du(t)

k-1

x(k) = A*x(0) + Z A1 By

j=0

y(k) = Cx(k) + Du(k)

x(t) = P((t) x(0) + jtl]J(t —1) Gu(r)dr
0

y(t) = Hx(t) + Du(t)

Aquivalentes, zeitdiskretes System

A=y(t=T)

Y(t) €O [Is—F]"

T
B = | Y(r)Gdt
|

Steuerbarkeit / Erreichbarkeit Beobachtbarkeit
Bedingung: Bedingung:
Rang(Qs) =n Rang(Qp) =n
_” C H .
Q; = (4A"1B AB B) (Zeitdiskret) cA HF Steuer- und Beobachtbarkeit
Qg = : . sind unabhangig von
Qs = (F*1¢g FG G) (Zeitkontinuierlich) CA.”‘l HF‘”‘l Zeit(in)varianz.
det (4) # 0 | det(4) =0 . Steuerbarkeit = Erreichbarkeit
det(Qs) # 0 = steuerbar, erreichbar x(to) x(tz) . Ein steuerbares System der Dimension n
Rang (Q;) =n steuerbar erreichbar lasst sich in héchstens n Schritten in den
. . Nullzustand bringen
det(Qs) =0 = nicht steuerbar evtl. steuerbar (keine Aussage) x(t) =0 . System in RNF = vollstandig steuerbar
Rang (Qs) <n nicht erreichbar nicht erreichbar o System in BNF = vollstandig beobachtbar

Duales System

Aguar = A;
Baua = CT
Cauar = B

Dualitatstheorem von Kalman:
(4, B, C) vollst. erreichbar = (Aguai Bauar» Cauar) Vollst. beobachtbar
(A, B, C) vollst. beobachtbar = (4441 Bauai> Cauar) Vollst. erreichbar

O =@ »
@ o= ()
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Charakteristisches Polynom von A

x4(z) =det(zl —A) =ag tayz+ a,z*+ - +a, 1z + 2"

Zustandsvektorruckfihrung

0 1 0 0
0 0 1 0
A+ BK* = : :
0 0 1
—ay+ky —ai+ky v —Qp_qtkn_ g
Gegeben ist System mit Matrix A mit der charakt. Gleichung: Gewtinschte Pole von det(lz —(A+ BK)):
x(z) =det(lz—A) = ay + a;z+ -+ 2" Xaspgi = 2Z—20)(z—2) .. (z2—2,) =@y + @z + -+ 2"
. —a; sind letzte Zeile von A* in RNF (ZV in BSB von rechts nach links

ansteigend)
. a; aus Nenner von G(z)

(A) Errechnenvon K (B) Errechnenvon K

1. ki=a;—a = K=(ky ki - kp)

2. K=K'S* 1. det Iz—<A+BK> =qg+ @ z+ -+ 2"
< AFeedback

K [1xn]

2.  Koeffizienten vergleich = K

®  wenn G(z) oder A* schon vorhanden

. ktisch, falls dim(A4) = 2
[ Nachteil: S~* wird benétigt (falls K in nicht-RNF verlangt ) praktisch, falls dim(4)

Schatzung des Zustandsvektors (Luenberger Beobachter)

Festlegen des Verhaltens von X, tber die Eigenwerte von
A—LC:

L [nx1]

e Bedingung fir das Finden von Z: Zgiginal Muss
beobachtbar sein.
e (Dead-Beat: det(Al — (A —LC)) = A")

/N 4,B,C = f(k)

.....................................................

2n-dimensionale Zustandsgleichung:
x(k + 1)) (A BK (x(k)) B
(9?(k +1)) (e a—icsnx) 2(0) T ()

v = 0 (30)

A\ 4,B,C# fk) Xap,, = det(l — Aoy
= det (Al — (A + BK)) - det (Al — (A — L))

Dualitat K-Vektorrickfihrung < Luenberger Beobachter

A = AT
BL e _CT
K =1L




Aquivalenter Zustandsvektor

Ist x; ein Zustandsvektor von Z,, dann ist x,ein glltiger dquivalenter Zustandsvektor, falls gilt:

xz = S_l . xl
D.h. S71 muss berechenbar sein: det(S) # 0
Transf. auf RNF | Basistransformationsmatrix S
! dim I
A* = ST1AS 1 0 0 0 1 0
B*=S"'B a, 1 0 0 2 (a1 1)
C*=CS S=Qs | an2 an, 1 0 @=U""B AB B) 0 0
a1 az a3 an_l 1 aq a, 1
| Reot . icht bei a. ! 1 0 0 0
Fiir A* muss nur Achtung! Beginn bei a, nicht bei a,! A as 1 0 0
gz:e(clﬁn_et’q“)’erden Damit S existiert muss auch S~ existieren. Deswegen muss gelten: det (S) # 0 a; a3 1 0
(nur dannist S invertierbar), also auch det (Q5)) # 0 a 4 a1
Minimal dquivalentes System
Existiert, falls Q,linear abhdngige Zeilen hat.
Gegeben ist System X Gesucht ist System X*
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) x*(k+1) = A*x*(k) + B*u(k)
y(k) = Cx(k) y(k) = C*x*(k)
dim(x) =n dim(x*) =m<n
Berechnung von R: Aquivalenzgesetze:
c A*R=RA B*=RB C=C"R D*=D
1. m = Rang(Q,) = Rang C:A x*(k) = Rx(k)
CA™? Form von A*:
¢ 0 1 0 0
2. R=| “ ||m 0 0 1 0
: A" = : : m
cAm 0 0 1
3. Koeffizienten Vergleich: A*R =RA = A* * * *
. _ —qy —a —O0m-1
4. B*=RB
5. ¢*=( 0 --) und B*=RB R . - } .
I — ) Die Existenz eines minimaleren Systems duf3ert sich durch

Kirzungen in der Ubertragungsfunktion.

Zustandsgleichungen des gestérten Systems

Xk+1 = Akxk + Bkuk + ng
Vi = Cexy +my

U

R = E{my - mi}}

Q = E{ny - n}

Ny my
Xk+1 x
z71 > Ck Ug
P rauschbehaftete Eingdnge missen
Ak N A als StorgroRe n;, modelliert werden

Kalman Gleichungen

Measurement update:

~ ~ -1 ~
X = Xngk—1 T Ze-1 CkT(Ck “Zep-1 - Ci + Rk) Ok — C - Xpe 1)

a(k)

-1
Lk = Lik—1— Zik-1 " CkT(Ck k-1 CkT + Rk) “Cr i1

a(k)

k—o = X1 =2k

Time update:
Rigrp =A X + B -uy
Ziere = A Zipe - AT + Qy

Anfangsbedingungen:

Matrix!

2o = E{(xo — %o)(xo — %)}

%o = E{x(0)}

a(k)

~ ~ -1 ~
Resripg =A Bypor +B U+ A Zppog - CT(Cr Zppmr - CF + Ri) - e — Cie - Riiemr)

Kalman Gain Ky,

Innovationssequenz




Stabilitat

e Asymptotische Stabilitat:

alle Eigenwerte von A liegen im Einheitskreis = LTI-System (A,B,C) ist asymptotisch Stabil

e  BIBO-Stabilitat:

- alle Pole in linker, offener Halbebene (s-Bereich)
- alle Pole innerhalb des Einheitskreis (z-Bereich)

- Xisolgil <o
Asymptotische Stabilitdt = BIBO Stabilitat
Dead-Beat = asymptotisch stabil
Adaptive Systeme
Optimale Filterkoeffizienten:
~ _ p-1,
u, v, 9= Buw - Ryu
| Unbekanntes System » | die den quadratische Fehler:

900,

P»{ Adaptives Systemmodell

E{[e* (0]} = E{[y (k) — 9(K)]*}

minimieren.

Ry = E{u(k) - u(k)"} [n x n]
Ry, = E{y(k) - u(k)} [nx 1]

u(k) ist weiR, mittelwertfrei = Ry, =10y

(# Koeffizienten des adaptiven Systems) = (# Koeffizienten des unbekannten Systems)

GaufR-Markoff-Modell

1. GauR-Eigenschaft

Da x( und my, und ny GauBveteilt sind, sind es auch x; und .

2. Markoff-Eigenschaft

Xk 41 hdngt nur von x;, aber nicht von den vorherigen Werten ab.

...ist gegeben, wenn ny in

Xp+1 = Akxk + Bkuk + Ng

weil} ist.

Die Aussagen beziehen sich nur auf den Zustandsvektor xj, aber nicht auf den Ausgang y; (kann auch von frilheren Werten abhdngen)

Abtastung

Abzustastendes Signal:
x(t)
Abtastung (Multiplikation mit Dirac-Folge):

X (6) = x(¢) - Z 5(t — kT,)

k=—00

Fouriertransformierte in Abhangigkeit der Abtastwerte:

x*(6) = x(£) - Z 8(t —nT,)

1 2 2

X (w)_EX(w)*T—akZ 6(t—kT—a)
X () =~ y x( kzn)
= =_ Ny M
©oT, LA\,

Fiir die Rekonstruktion muss ein bandbegrenztes Filter verwendet

werden, und die Skalierung mit Ti riickgangig gemacht werden.
a
A

Halteglied nullter Ordnung: 1
t—T/2
h(t) = rect( )

~
v

Fouriertransformierte in Abhdngigkeit der Abtastwerte:
[ee)

X () = x() - Z 5(t — nT,)

n=-—oo
o0

X (6) = Z x(nT,)5(t — nT,)

n=-—oo

= X"(w) = f Z x(kT,)8(t — kT,) e~/@tdt

t=—o00 k=—o00
(oo}

- Z x(kTy) J’ 5(t — kT,) e~JoTagt

k=—oc0 t=—00
oo

- Z x(KT,) e~ kT f 5(t — kT,) dt

k=—c0 t=—o0
[
1
[oe]

= X*(0) = Z x(kT,) e~ J@kTa

k=—o0




Faltung

1. Spiegeln /Stauchen Faltungsintegral Beispiel:
2. Verschieben AR (D AR (D hy(t) * hy(t)
1 1 sen o]
Im Frequenzbereich:
F,(jw) * Fy(jw) €0 2m - f,(t) - f,(t) T ¢ % L z
Im Zeitbereich: - S T T mo|
fiO) * £(6) O—® FyGw) - Fow) tt 1
t+
0 T
Uberfiihrung in den Nullzustand
x(k) = A*x(0) + (4B  A*?B AB  B)U
Voraussetzung System steuerbar:
x(k) =0furk >0
—A*x(0) = (4*"'B  A*2B AB B) Ui = QsUy
Qs
= U, = —Qs *A*x(0)
U, ist die Folge, die das System in k Schritten in den Nullzustand tGberfihrt.
Oft genutzte Fourier-Transformierte
f@, t=0 F(jw) f®, t=0 F(s)
' e (7ar) 1
si(wypt) o rec 20y 1 -
5(t —tg) e~st
o) 1
i(t . t(— —at
si(t) - rec (2) e s-+1-a
cos (wot) [6(w — wg) + §(w + wy)] et 1
s
T 1
i t —[0(w —wy) — 6w+ w te~t -
sin (wyt) j [6( 0) ( o)l e G 1 12
1 —at —bt 1
g e (s +a)(s +b)
a
—p-at -
1-e s(s+a)

e(ax—1)

fx-e“"dx= >
a

F(jw) = Jf(t)e‘j“’tdt
t=0

fxz R e™(a*x* — 2ax + 2) sin(x) = eX —e7* F(s) = J f(eetdt
a3 2j t=0
edx ax _ejx+e—jx it
fx ey = — fxz e dx = — cos(x) = 2 H(z) = Z h(kT)z™*
2a 2a £

Matrizen
Inverse 41 (a b)_1 1 (d —b)
c d det(A)\—c a
-1 1
1) =201
(@D =11
Transponierte (AB)T = BTAT

(A+B)T = AT + BT

Determinante eines Produkts

det(A) #0Adet(B) #0 = det(4B)#0




Stochastik

e Grundlegende Eigenschaften

J-O:_oof(x)dx =1

Stochastische Unabhdngigkeit

P(ANB) = P(4) - P(B)
E{A-B} =
px(x) - Dy () = pry(x,y)

E{A}- E{B}

P(A|B) = P(4) # f(B)
. R _ Pxy Px|y * Py
e bedingte Z3hldichte Pxy = —— Prix =
Py Dx
P(B|A) - P(4)
e Bayes Theorem P(A|B) = W

Satz der totalen W'keit

P(B) = P(A,) - B(B|A1) + -+ P(4,) - P(B|4y)

Erwartungswert

yzE{X}zf_ x - f(x)dx

bedingter Erwartungswert Eypy(x) =

J. X - px|y(x)dx
X=—00

Varianz

02 = Var(X) = E{(X — E{X})?} = E{X?} — E*{X}

A = |

Randverteilungsdichte

Verteilungsfunktion

fer o y)dy = f FarGel) - fy Gy
Pr(X <x)= j fx@®)dt =1—-Pr(X > x)
— Fx(x)

Dichte der Summen von 2
Zufallsvariablen

= ()

Y=X1 +X2 mith

G

t=—00

Korrelation / Stochastische Abh.

Stochastisch unabhangig = unkorreliert
GauBverteilt: Stochastisch unabhéngig < unkorreliert

0T 1(x) 1
e Transformationssatz fur Dichten Y=T(X) = fr) = ’ ox S(T7()
T(X) injektiv
Rauschprozesse
Es seien m(k) und n(k) Zufallsprozesse. Dann gilt:
o m(k) ist additives, mittelwertfreies, weiRes Rauschen | = E{m(k)m(k +a)}=0 , a#0

o m(k) ist mittelwertfrei

m(k) und n(k) sind mit § korreliert

> E{m(k)} =0
= E{mk) -n(k)'} =60, 0, mits = —

Cov(m,n)

o m(k) und n(k) sind unkorreliert, aber nicht

mittelwertfrei

Cov(m,n) = E{m(k)n(k)} — E{m(k)} - E{n(k)} =0
= E{m(k)n(k)} = E{fm(k)} - E{n(k)}

Lineare Algebra

Aistregular

det (A) # 0 = jalle Zeilen / Spaltenvektoren linear unabhangig

A ist invertierbar

Bauteilgleichungen

Kondensator
i -c.4
ic(t) = C - Suc(t)

1
Uc(t) = C ic(t)

Spule
d.
u,(t) =1 'ELL(t)

1
n( =7u)

Grundlegende physikalische Formeln

Kreisfrequenz

21 5
w—T— nf

Weg-Zeit-Gesetz
2

stk+1) = T?a(k) + Tv(k) + s(k)
v(k +1) =v(k) + Ta(k)




Ubertragungsfunktion ermitteln

Auf dem Blockschaltdiagramm
+

Hi(z) |— 1>

A

Hx(z)

H(z) =

Hq(z)
14+H(2)-Hz(2)

G(z)=C-(Iz—A)'-B
Gs)=H-(Is—F)'-G

Zustandsgleichungen ineinander einsetzen...

haufige Matrixoperationen

E{hT -w(k) - w(k)}
e E{w'(k) - h-w(k)}

o E{M(k) h- w(k)]

Skalar

|

SE {w(k) wi(k)-h

Skalar

o E{w() - wh(K)} - h

uk) = h

—> y(k)

= y(k) =h" - u(k)

u(k)
u(k) = (u(k - 1))

Summenformel

o ok __1
Zk=0q - 1-q ’ |Q|

<1

k=a

Fourier-Transformierte: gerade/ungerade Funktion

Sg(®) i Re{S(w)} = foosg(t) - cos (wot)dt

Su(t) z’f AIm{S(w)} = —j- Jmsu(t) -sin(wot)dt

Raised-Cosine-Filter

H(f)

=0 Y x=y
8=0.25 1-—a
-0 1 Ifl <=7 T
H(f) = nT l1-a l1-a 1+a >
€os (E(lﬂ_ 2T )> o sVI=p
= T T r— \ 0 sonst
Wlnkel a [o] o o o o o [o] o
(Grad) 0 30 45 60 90 180 270 360
T T T T 3r
B — — — — 2T
ogenmald 0 % n 3 > T > 2m
. 1 1 1
Sinus 0 — — — 1 0 -1 0
2 2 V2 2 V3
. 1 1 1
Kosinus 1 ~\3 2 - 0 -1 0 1
2 2 2
1
Tangens 0 §\/§ 1 3 Polstelle 0 Polstelle 0




. 1
f(x) = cosh (x) f(x) = sinh (x) fO) ==
\ ; .
\ 3.5 / E / 10
\ / 3 \
30
N
\\ 25 ,”/ LE ,.// s \“*k —
\ 20 / =i ‘ - ‘ B——
-2 -1 — 1 2 —-rr———=0.5 0.5 1.0
15 7 af ~ i
\""'r.a——-""'/ / -2k \.._ ’
. . . . i . . . . -3 :"pn—
-20 -15 -1.0 -05 00 0.5 1.0 1.5 2n
1
f) == Scheitelpunktsform f(x) = arctan (x)
X
L1 /
Fot | wf f;,
lE.s |‘ 8 \\ _j'x ! P
nl A / “
|" 1.5 II'. ' \\ // N
! \ 2 -10 -5 Ji 5 10
;’l 10 "-,\ , \ | / . _”/A :I_‘m o
/ 0.5 \\\ 2 ! : xi_.--’ * 5 _7{_///1 o 2
—— — flx) =2(x— 3 )? -2 - e
—3 —z2 2 4 herg Pt
Verschiebung Verschiebung
in x—Richtung in y—Richtung
»Vektor” Ableitungen
ixTAz =Az izTAx =Az ixTAx =A+AT)z
ox— ~ - ox~ — - ox— — -
Gleichverteilung (zeitkontinuierlich)
a+b
() Erwartungswert E{x} = 5
A !
b—-a 1
= px(x) = 5 — g Mabl (x) (b — a)?
Varianz Var{x} = ———
" N » x 12

FIR-Filter (unendliche Impulsantwort)

Verschiebungsregeln fiir Blockschaltdiagramme (nur LTI)

Knotenpunkt verschieben

Additionspunkt verschieben

o> o

— @ | — 66
——> 6| o — 64— 1—; o — 6] >—>

S[ao}

Indikatorfunktion

X
OO = 1_p5(0) ) =Tz (5) fO) =gz (x — 1)

gestreckt um Faktor 2
—>

A A A

1 1 1

P x P x P x
-2 2 4 4 1 3




Halteglied nullter Ordnung

Abtastsystem

»

h(t) = rect (é) 1

H(s) = %(1 L D)

v

Lﬁq D/A |—>| Regelstrecke G(s) H A/D I_Y_(ﬁ)
g

Mit G(s) = G(S) - H(s)

Quasikontinuierliche Regelung

n(k)

w(k) e(k) u(k) l y(k)
® Gr(s @ G(s —>
e ©

U(s) = E(s) - Gr(s)

Aufgeschnittener Regelkreis:
Go(2) = Gr(2) - G(2)

Einfluss von W (z) und N(z)

Gr(2) - G(2)
1+ Gr(2) G(2)

G(2)

e = 1+ G2 G(2)

W(z) + N(z)

Wenn die Abtastzeit T < 10% der Streckenzeitkonstanten ist, kann der Abtast-Haltevorgang bei der Dimensionierung des

Reglers vernachlassigt werden.

Beispiel Regelstrecke:

G(s) =

1

a1+ is)(l +25)(1 + 1s)
|

groRte Streckenzeitkonstante

Idealer, kontinuierlicher PID-Regler

Aus dem Zeitkontinuierlichen: P-Anteil:
) e ¢=rr = e(k)
I-Anteil:
GR(S) =KR |:1+S_TI+STD:| kT k—1
j e(r)dr = TZ e(i)
1 kT d 0 i=0
u(t) = Kg [e(t) + Ff e(t)ydt + T Ee(t)] D-Anteil:
7o d (t)~e(k)—e(k—1)
ac = T
k—1
1 ) e(k) —e(k—1)
= w(k) = K |e(k) +FTZ (i) +Tp =
I =0

Fiir Rekursionsgleichung:

ulk) —uk—-1)




