HoMa 11l Zusammenfassung

Vorlesung Prof. Behmelmans, WS 2011/12, zusammengefasst von Martin Gritzan

Gebietsintegrale

Gebietsintegrale sind Integrale Gber Funktionen, die von mehreren Parametern abhangen und
bei denen stets Giber ein Gebiet (siehe unten) mehrdimensional integriert wird.

Gebiet

Ein Gebiet ist eine Teilmenge des R™ ohne ihren Rand (offene Menge), die zusammenhangend
ist. Ein einfach zusammenhangendes Gebiet ist ein Gebiet, das keine , Locher” hat. Ein Kreisring ist
z.B. zusammenhangend, aber nicht einfach zusammenhangend.

Tipps zum Berechnen von Gebietsintegralen

Das auBere Integral darf keine der Laufvariablen der inneren Integrale mehr enthalten. Dazu
muss man sich das Gebiet evtl. veranschaulichen und die Grenzen entsprechend definieren.

Will man die Integrationsreihenfolge dndern, so muss man sich evtl. das Gebiet
veranschaulichen, um die Grenzen passend zur obigen Regel umzuformen. Wenn die Grenzen nicht
von Laufvariablen der Integranden abhangen, kann man die Integrationsreihenfolge einfach
tauschen.

Kurvenintegrale

Bei Kurvenintegralen wird eine Funktion, die von mehreren Parametern abhangig ist und deren
Ergebnis ebenfalls mehrdimensional ist, Gber einen Weg integriert.

Formal gilt im Folgenden: ff dx = fpf1 dx; + fodxy, + -+ f,dx,
r

Allgemeine Herangehensweise

Sei I’ eine reguldre, doppelpunktfreie Kurve und sei y(t) eine stetig diff’bare Parametrisierung

von I'. Dann gilt
b

[Fai=[7(ro)r@a
r
a
mit a, b als Grenzen des Definitionsbereiches der Parametrisierung.

Wegunabhangigkeit

Eine der fiir Ingenieure interessantesten Fragen zu Integralen liber Vektorfelder.
formale Definition

Formal heif3t ein Kurvenintegral in einem Gebiet wegunabhangig, wennff dx fir jede Kurve I
r

aus dem Gebiet den gleichen Wert liefert. Dies ist aufwandig zu zeigen, es gibt ,, Abkiirzungen” auf
diesem Weg.



Der geschlossene Weg

Ein Kurvenintegral ist genau dann in einem Gebiet wegunabhangig, wenn ff d; = 0 fur alle
r

geschlossenen Wege I' im Gebiet gilt.

Der 1. Hauptsatz tiber Kurvenintegrale
(eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des 2. HS der Differenial- und Integralrechnung)

Das Kurvenintegral Jf da_c) ist genau dann wegunabhangig, wenn es eine reell wertige Funktion
. r
h (x) gibt, so dass gilt
f =vh(x)

Hat man dieses h einmal gefunden, kann man es auflerdem zur Vereinfachung der Integration
nutzen. Es gilt namlich

ERGEIC
r
flr jeden beliebigen Weg I" von H nach Q. h ist aber u.U. nicht leicht zu finden. Einfacher
anwendbar ist...
Der 2. Hauptsatz iiber Kurvenintegrale
Im R? gilt: Das Kurvenintegral

JAdx+de
r

ist genau dann in G wegunabhangig, wenn A, B stetig diff’bar und Z—i = g—: fur alle (x, y) aus G

gilt.

Gaufdscher Satz iiber Kurvenintegrale

Sei G ein Gebiet und dG sein Rand, welcher sich durch Aneinanderreihung der Kurven I3 bis I,
doppelpunktfrei ausdriicken lasst. AuBerdem sei der Durchlaufsinn des Randes so gewahlt, dass G

stets zur Linken liegt. Sei nin jedem Punkt des Randes seine von G wegzeigende (d.h. duBere)
Normale. Dann gilt nach dem Satz von GaulR:

ffﬁds =gidxdy

9G
oder anders ausgedriickt:
k
ff(aa+ab)d d —jg dy —bdx = jg dy —bd
ox T3y xdy = ¢ ady x = ady X
G G r;
i=1

Mithilfe dieses Satzes lassen sich also Kurvenintegrale (iber den Rand eines Gebietes auf
Gebietsintegrale zurtickfiihren (und umgekehrt). Dabei darf der Rand des Gebietes auch in
Abschnitte zerlegt werden, wenn’s die Rechnung einfacher macht.

Durchlaufsinn dndern:

Es gilt ff dx = —f f dx. Um den Durchlaufsinn von I zu wechseln, muss man sich die Kurve
r -r

veranschaulichen und eine neue Parametrisierung festlegen. Das ergibt entweder einen neuen
Integranden oder andere Grenzen fiir die Integration.



Flichenintegrale

Hier geht es nun um die Integration eines Vektorfeldes im Raum liber eine durch das Vektorfeld
schneidende Flache. Dazu muss sich zunachst die Flache darstellen lassen.

Parameterdarstellung der Flache

Man kann sich die Flache F als Ergebnis einer Abbildung aus der (u, v)-Ebenen D in den Raum
vorstellen. Dann sind u und v die Parameter und es gilt

x(u,v) mitx = x(u,v); y = y(u,v); z = z(u,v); (4,v) € D
heilt Parameterdarstellung der Flache F = {x(u, v)}

Oberflachenberechnung

Will man den Flacheninhalt einer Flache berechnen, so kann man ausnutzen, dass fiir jede

N

5
regulire Fliche F, deren Parameterdarstellung x: D — R3 bekannt ist, gilt:
-
dx
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b D
ist der Flacheninhalt von F. Da D ein Gebiet im R? ist, ldsst sich zur Losung des Integrals der
gesamte Erfahrungsschatz aus den vorhergehenden Kapiteln anwenden.

Ist die Fliche gar in der Form F = {; ER3z=f(x,y);(x,y) EGE RZ} gegeben, so kann man

ar|? | |or|? . " .
sofort sagen: A(F) = 1+ |a| + |5| dxdy ist der Flacheninhalt.
G

Die Berechnung der Flachen ist im Grunde eine Integration Gber das 1-Vektorfeld. Will man
andere Vektorfelder integrieren, baucht es mehr.

allgemeine Flachenintegrale

Hier geht es um die Berechnung von f f (;) do, also wenn eine Flache F und ein Vektorfeld f
F

gegeben sind. Flr Flachen in Parameterdarstellung gilt

f;(_))d — |ty 2 | 5 2| dua
x)do = X,V,Z FRee udv
F
D
Fiir Flachen, die als Graph einer Funktion definiert sind
(F = {; € R3|z=h(x,y);(x,y) EGE RZ}) gilt vereinfacht
f%(_))d —fff 1+|ah2+|ah2dd
flx 0—G x,y,2) % 3y xdy
F



Gaufdscher Satz iiber Flachenintegrale

Vom GauBschen Satz liber Kurvenintegrale gibt es eine 3D-Variante, die genutzt wird, um die
dreidimensionale Integration liber einen Raum auf eine Integration (iber seinen Rand zurtckfihrt.
Der Rand eines Volumens besteht aus (bestenfalls endlich vielen) Flachen.

Der GauRsche Satz liber Flachenintegrale in seiner kompaktesten Form lautet

fGﬂ div (f) dx dydz = i fndo

wobei G nun ein Gebiet im R3 ist und G sein Rand, welcher eine geschlossene, regulire Fliche
ist. Ausgeschrieben bedeutet das:

aa 6b 6
fﬂ 6y 6 )dxdydz-j(anx+bny+cnz)do
G

wobei die n die Komponenten des nach aulen zeigenden Normalenvektorfeldes auf 9G ist.

Spezialfall V1 (Satz 6.1)
In diesem Spezialfall betrachten wir Gebiete des R3 mit der Form
G = {)_C) € R3o(x,y) <z<yY(x,y);(xy) € RZ}

mit ¢(x,y) < P (x,y) beide stetig diff’bar in R2. Solche Gebilde sind anschaulich Siulen mit
beliebig geformtem Deckel, Boden und Grundriss, deren Seitenwande Uberall parallel mit der z-Achse

verlaufen.
J:U dxdydz = %(cnz)do
4G

Fir solche Gebiete gilt dann

Dabei ist zu beachten, dass fir den Rand Boden und Deckel der Saule getrennt betrachtet
werden missen, da auf diesen Ebenen die z-Komponenten der nach auRen zeigenden
Normalenvektoren zumindest unterschiedliche Vorzeichen haben werden.

Integralsatz von Stokes

Eine andere Verallgemeinerung des Satzes von Gaul8 ist der Satz von Stokes. Hier geht es um die
Integration eines Vektorfeldes f iber eine Flache F im Raum. Dabei gilt

frot (f)ﬁdo = ff?ds = ffdxdydz

F
wobei I die Randkurve von F und t die Tangente daran ist. I' und n miissen eine Rechtsschraube
bilden!

Intelligenter Weise beginnt man bei der Losung solcher Aufgaben damit, den Rand der Flache zu
parametrisieren und achtet dabei auf den Druchlaufsinn der Parametrisierung. Wahlt man ihn
passend zum gegebenen Normalenvektor, kann man sofort weiterrechnen.

Formel fiir die Rotation: Skript S. 53 unten.

Normale berechnen

Ist eine Flache der Form F = {)_C) € R3|z=h(x,y);(x,y) EGE RZ} gegeben, dann kann man
das Normalenfeld auf diese Flache mit positiver z-Komponente berechnen durch

1 dxh
n=———|ayh
J1+|Vh|? 1



Satz iiber implizite Funktionen

Hier wird die Auflosbarkeit einer Funktion f(x, y)=0 untersucht, also die Nullstellenmenge der
Funktion.

Anleitung: Stelle f(x, y)=0 ein Mal nach x und ein Mal nach y um, differenziere f auBerdem je nach
x und nach y. Dann setze den Ausdruck fiir x in d/dx und den Ausdruck fir y in d/dy ein. Wenn beide
Ableitungen i.A. ungleich 0 sind, ist die Gleichung auflosbar.

Exakte Differentialgleichungen

Zu diesem Thema sollte noch die Aufstellung liber Losungsansatze flir DGLs aus dem 2. Semester
wiederholt werden. Die nachfolgenden Erlauterungen bauen darauf auf.

Exaktheit einer DGL

Eine DGL der Form a(x,u) + b(x,u)u’ = 0 heiBt exakt, wenn es eine Funktion h(x, y) gibt mit
= (20)
b(x,y)

h heilft dann Stammfunktion der DGL und es gilt: Die Losungsgesamtheit der DGL besteht dann aus
allen u(x), die h(x, u) = const. erfiillen.
Eine notwendige Bedingung, damit es ein solches h lGiberhaupt geben kann, ist Z—z = Z—f}.

In der Praxis testet man zuerst die notwendige Bedingung, wenn man noch nicht weil3, dass die
DGL exakt ist. Anschlieend macht man sich auf die Suche nach einem konkreten h: Man bestimmt
zu a (oder b, je nachdem was einfacher ist) die entsprechende Stammfunktion. AnschlieSend
versucht man, die Integrationskonstante so festzulegen, dass die Ableitung in die andere Richtung
das gewlinschte Ergebnis liefert. In den relevanten Aufgaben sollte das der Fall sein.

Eigenwertproblem

Eine von einem Parameter A abhdngige DGL mit Randbedingungen heillt Eigenwertproblem. Ein
EWP |6st man, in dem man die DGL fir verschiedene A 16st und anschlieBend die Randbedingungen
einsetzt und so die Konstanten bestimmt. Kommen Losungen ungleich der Nullfunktion heraus, dann
ist A ein Eigenwert und die Lésung eine Eigenfunktion des Problems.

uneigentliche Parameterintegrale

sind uneigentliche Integrale, die jedoch noch von einem Parameter t abhangen.

gleichmaflige Konvergenz (Satz 6.1)

Das uneigentliche Parameterintegral

ff(x, t)dx

heilt gleichmaRig konvergent, wenn f stetig ist und es fir alle € > 0 ein S(g) < b gibt, so dass
flr alle t gilt

<¢g

bj f(x, t)dx

Diese formale Definition ist unhandlich nachzuweisen. Daher benutzt man besser das
,Majorantenkriterium®,



Majorantenkriterium (Satz 6.2)

Seien f, g stetige Funktionen und faoo g(x) dx gleichmaRig konvergent (siehe HoMa II). Wenn

If (e, )] < g(x)

dann ist auch f gleichmaRig konvergent.

Integrationsreihenfolge (Satz 6.4)

Wenn f gleichmaRig konvergent ist, darf eine Integration liber den Parameter vor oder nach der
Bildung des Grenzwertes erfolgen.

Differentiation nach dem Parameter (Satz 6.5)

Wenn alle Bedingungen

*  f(x,t) stetig

. %f(x, t) stetig

. fam f(x,t) dx gleichmaRig konvergent

. %f(x, t) dx gleichmaRig konvergent

a
erfillt sind, so gilt

[ Fa
aff(x,t)dx=f&f(x,t)dx

Funktionenreihen

punktweise Konvergenz, gleichmafdige Konvergenz

Funktionenfolgen

punktweise Konvergenz nachweisen: lim f,, (x) bilden. Existiert der GW, dann ist er die
Nn—oo

Grenzfunktion und fn konvergiert punktweise dagegen.

gleichméRige Konvergenz nachweisen: Weise punktweise Konvergenz nach, anschlieRend zeige
dass € > 0 aus |f;, — fow| < € nicht mehr von x abhangt (sondern nur noch von n). Gilt dies, so ist die
Folge gleichmaRig konvergent gegen f,.

Funktionenreihen

punktweise bzw. gleichmaRig ist die Funktionenreihe Y., f,,(x) konvergent, wenn die Folge
ihrer Partialsummen Sy = YN_, f,,(x) punktweise bzw. gleichmaRig konvergent ist. Diese Definition
ist als Beweismethode unhandlich.

In der Praxis sucht man eine Folge M,, > |f,,(x)|, die insbesondere von x unabhangig ist.
AuBerdem muss Y.n—; M,, konvergieren. Dann konvergiert die Funktionenfolge und sogar die Folge
der Betrage von fn gleichmaRig. (Majorantenkriterium)



Ableitungen und Integrale von Funktionenreihen

Wenn die Funktionenreihe Y;—4 f,,(x) gleichmaRig gegen f(x) konvergent ist und f, fn stetig und
integrierbar sind, dann ist Z f: frdx = f:f dx
n=1

Ist Ym—1 frn(x) wenigstens punktweise konvergent und fn stetig diff’bar. Ist dann die Reihe der
Ableitungen Yoo, fr'(x) gleichméRig konvergent, so kann man Summation und Differentiation

vertauschen:

o, 0
aan - Zafn

Fourierreihen

Fourierreihen sind besondere Funktionenreihen. Eine beliebige 2pi-periodische Funktion f ldsst
sich als durch eine Reihe von periodischen Funktionen

a

70 + z a,cos (nx) + b,sin (nx)
n=0

oder

[0

Z C einx
n

n=—oo

ausdricken, die gegen f konvergiert.
Die Fourier-Koeffizienten an, bn, cn lassen sich berechnen nach den Vorschriften
ap == [7" fdx
0 — 70 ’
1 p2m
a, = ;fo f - cos (nx) dx,
1 p2m .
b, = ;fo f -+ sin (nx) dx,
_ 1 2w —ikx
Ck =2 Jo f e H¥dx.
Die Koeffizienten lassen sich auch ineinander umrechnen:

__ Qg __an—iby __anptiby
Co = ?r Ck =

2 kT

Dabei missen die Integrationsgrenzen nicht unbedingt 0 und 2pi sein. Wichtig ist, dass stets liber
eine volle Periode von 2pi integriert wird. Haufig werden auch —pi und pi als Grenzen verwendet. Es
hadngt davon ab, wie die Funktion f definiert ist.

Rechenregeln

Fourierreihen weise einige interessante Eigenschaften auf:
e f(x) =f(-x), also f symmetrisch zur y-Achse: Alle bn = 0.
e f(x) = -f(-x), also f symmetrisch zum Ursprung: Alle an = 0.

Anwendung auf Differentialgleichungen

au' +bu' + cu = f(x)
sei eine Differentialgleichung, deren Koeffizienten a, b, c konstant seien. Dann lasst sich aus der
Fourierreihe Z:;_OO cne™ zu f die Fouriereihe der Lésung berechnen. Dazu wihlt man

u(x)~Y.d,e™, berechnet die benstigen Ableitungen und setzt sie in die DGL ein. Dann kann man
die Fourierkoeffizienten der Loésung durch Koeffizientenvergleich bestimmen.



Wahrscheinlichkeitsrechnung

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraum, in dem alle Elementarereignisse w gleich wahrscheinlich sind und
auf jeden Fall immer ein Elementarereignis eintritt, heillt ,,Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum®
und es gilt:

e plw) = %, also die Wahrscheinlichkeit fur ein bestimmtes Ereignis unter der Annahme,
dass es N Ereignisse gibt.

c p() =1(=) p(w[l) =1 —p(w;), die Wahrscheinlichkeit, dass ,irgendwas” passiert
ist 1, also ist die Gegenwahrscheinlichkeit flr ein gegebenes Ereignis 1 minus seine
Wahrscheinlichkeit.

e Sei A ein Ereignis, welches sich aus n laplaceschen Elementarereignissen zusammensetzt,
danngilt p(4) = % . Also ist die Wahrscheinlichkeit ,,die Anzahl der Falle in A durch die

Gesamtzahl der Féalle im Wahrscheinlichkeitsraum®.

Bernoulli-Verteilung

Bestehe ein Experiment aus der N-Fachen Wiederholung eines Experimentes, welches nur zwei
Mogliche Ergebnisse hat (p(Erfolg)=p, p(Misserfolg)=1-p), dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, k
Einzelerfolge bei N Experimenten erzielt zu haben

p-@-p*

bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A, B Ereignismengen im gleichen Wahrscheinlichkeitsraum, dann ist die Wahrscheinlichkeit
fir A, gegeben dass B eingetreten ist:
p(AnB) #(ANB)

A/B) = =
PATB == E T TRB
Dabei sei #(...) die Machtigkeit einer Menge. Man benutzt, was einfacher zu berechnen ist.

stochastische Unabhangigkeit

Zwei Ereignisse heiRen stochastisch unabhangig, wenn p(A N B) = p(A) - p(B) gilt. Das
bedeutet insbesondere, dass die ,bedingte Wahrscheinlichkeit“ p(A / B) = p(A) gar keine bedingte
ist.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Eine vollstdndige Ereignisdisjunktion besteht aus einer Menge {4, ..., Ay} von Ereignissen, die
sich gegenseitig ausschlieBen. Dann besagt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

N
p(B) = ) p(B/A) - p(4)
i=1
und die Bayessche Formel

o(d, /By = PB4 P __p(B /A0 plA)

p(B) YN p(B/A) pA)

Zufallsvariable, Erwartungswert

Eine Zufallsvariable X(w) ist definiert durch eine Zuordnung, die dem Ereignis w eine Zahl
zuordnet, zum Beispiel einen Gewinn.

Der Erwartungswert gibt dann an, wie gro der zu erwartende Gewinn (allgemein: Die Summe
der durch die Zufallsvariable erzeugen Werte) ist. Er wird berechnet als

ECO = ) p(@) X()
Yw



Varianz, Streuung

Var(X) = E ((X — E(X))Z) ist die Varianz und o(X) = /Var(X) die Streuung
(Standardabweichung) von X.

HINWEIS

Diese Zusammenfassung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit und formale oder inhaltliche
Korrektheit. Sie soll das Lernen vor der Klausur erleichtern und bietet eine Auswahl an Formeln und
Verfahren an, die sich moglicherweise ganz gut auf dem Formelzettel machen ;-)

Flr eine umfassende Klausurvorbereitung empfehle ich jedoch die Lektire von Prof.
Behmelmans’ Skript und das Anfertigen einer eigenen Zusammenfassung.

Sollte ein Leser oder eine Leserin einen mathematischen Fehler finden, so moge er/sie mich bitte
unter martin.gritzan@web.de kontaktieren.




