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Aufgabe B 38.

(a) Unter welcher Bedingung sind Geraden und Ebenen in R™ Unterrdume?

(b) Sind R und Ry := {x € R | z > 0} Unterrdume des Vektorraums aus Aufgabe A 49, (a)?

Losung.

(a) Unter welcher Bedingung sind Gerade und Ebenen in R™ Unterrdume?

e Eine Gerade g im R” hat folgende Gestalt:
g={zeRz=p+t-v, teR}

mit p,v € R", v # 0.
Priife die Bedingungen aus Definition 1.2:
(1.1) O € g: Wenn O € g gelten soll, miissen p und v linear anhéingig sein.
= Wahle oBdA O =p =0.
(12) a,beg =a+beg:
Seien a,b € g, dann gilt:

a=p+ti-v, b=p+ty-v firt,t, R
=a+b=2p+ (t; +t2)v.
istin g, falls 2p =p < p=0.
(13) aeg = a-acgVacR.
Seia € gund a € R, also a = p + tv fiir ein t € R.
Dann:
avc=a-p+a-t-vegesap=pVaeR &S p=0

= ¢ ist ein Unterraum von R™ genau dann, wenn p = 0 gilt, das heifit, die Gerade
muss durch den Koordinatenursprung verlaufen.

e Eine Ebene E im R" hat folgende Gestalt:
E={zeR"|z=p+s-u+t-v, s,t €R}

mit p,u,v € R", u,v # 0.
Priife wieder Definition 1.2:

(1.1) 0 € E: Wenn 0 € E gelten soll, miissen p,u, v linear abhéngig sein.
= Wahle wieder oBdA p =0



(1.2) a,be E = a+be E:
Sei a,b € E mit
a=p+s-u+t;-v firs,t; €R

b=p+sy-u+ty-v fir so,to € R

Dann ist
a+b=2p+ (s1+s2) u+(t1+t2) v
a+be FE wenn 2p=p<p=0.

(13) ae E=aac EVack:
Sei @ € R und a € F. Dann:

aa=ap+asyu+ative E<sap=pVaeR

Sp=0

= F ist genau dann ein Unterraum von R”, wenn p = 0 gilt, das heif}t, die Ebene
muss durch den Koordinatenursprung verlaufen.

(b) Sind R und R Unterriiume von C (als R- Vektorraum)?

e R ist ein Unterraum von C, denn:

(1.1) 0 e RV
(1.2) Fiir a,b € Rist auch a +b € RV
(1.3) Fiir a,b € Rund alle « € R gilt a - € RV

e Ry ={z € R| z > 0} ist kein Unterraum von C, denn:
Sei a € RF\{0} und a < 0, o € R.

=a-a<0¢Ry

Also ist die Bedingung (1.3) aus Definition 1.2 verletzt.

Aufgabe B 39.

Es sei mit P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad k& < n bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass V' = {p € P, | p hat nur ungerade Exponenten} ein Unterraum von P,
ist. Geben Sie fiir diesen Raum eine Basis an und bestimmen Sie die Dimension von V.

(b) Betrachten Sie speziell P,. Zeigen Sie, dass (p1, p2, ps3, p4) mit
@)= +x—1, pp(x) =2 —a+1, ps(v) =, pa(x) =2 +4

ein Erzeugendensystem von P, ist. Ist das System auch eine Basis? Wenn nicht, verkiirzen
Sie es zu einer Basis.

Losung.

(a) V ={p € P,| p hat nur ungerade Exponenten}.
V ist ein Unterraum von P,:



(1.1) 0=0-2' e Vv
(1.2) Fiir py,py € V gilt, dass die Summe p; + ps auch nur ungerade Exponenten hat:

pi(r) = Zak e ay=0VE >

k=1

l2
po(x) = Zbk b =0VEk > 1y
k=1

max{l1,l2}
= (p1 +p2)(.’ll') = Z ((Lk + bk) a2kl
— ——

Ck

max{l1,l2}

= Z -k lev

k=1

(1.3) Fiir pe V und a € R gilt:

= (ap) hat auch nur ungerade Exponenten.

Basis fiir V:

2k—1 c.. _ nof . n+1l poe
B =A{z fir k=1,---,% fiir n gerade, k = 1,--- 3= fiir n ungerade}
Falls n gerade besteht die Basis also aus g Vektoren.

+1

Falls n ungerade besteht die Basis also aus Vektoren.

(b)

Py ={p=az’+br+c|abccR}

Sei p € P, mit p(x) = az? + bz + ¢ mit a, b, c € R beliebig aber fest. Priife, ob sich p aus
dem System (p1, pa, p3, p4) kombinieren ldsst.

p(z) =\ -p1(®) + Ag - pa(x) + Az p3(x) + Ay - palz)
=M@+ r—1)+ M@ —a+ 1)+ A2+ Mg(z+4)
Sar’+brte= M+ + (M =X+ X+ M) 2+ @A — A+ X)) VzeR

Koeffizientenvergleich liefert:

a= N\ + A\ =>A=a—X (%)
b= (A1 — A2+ A3+ \y)
02(4)\4—)\1+/\2>



(%) einsetzen:

b:a—2)\2—|—/\3+)\4
c—4X+a

c=4M\ —a+2) = \y = 5

Damit folgt:

b:a—(c—4)\4+a)+)\3+)\3

:—C+5)\4—|—)\3
= N3 =b+c—5)\
Setze Ay = s € R, dann ist
)\3:b+0—58
c—4s+a
/\1:28—§+§

= p € P, lasst sich aus (p1, ps, p3, p4) linear kombinieren, also ist (p1,p2, p3, ps) ein Er-
zeugendensystem fir Ps.

Ist das System auch eine Basis?

Nein, denn es gilt:

3 pa(T
pa(e) = pa(x) — Spsl) + 22
= po(x) ldsst sich aus py, ps und py erzeugen, d.h. die Vektoren (py, p2, p3, p4) sind linear

abhéngig.
(p1,p3,pa) ist also eine Basis fiir P.
(p1, 3, pa) ist linear unabhéngig:

0= A1 () + Aops(x) + Agpa(x)
=M@+ —1)+ X2+ N3(v+4)
=X 2” 4+ (A + A+ Ag) a4

Koeffizientenvergleich liefert:

0:/\1
0=A1+ X+ A3
0= M3

= )\1 - )\2 = )\3 =0
= (p1, p3, p4) sind linear unabhéngig.

Aufgabe B 40.
Zeigen Sie, dass die Vektoren v; € C3

i -1 0
m=\1], v= 0 und v3 = | 1
0 —2i 2

iiber C linear abhéngig, aber iiber R linear unabhingig sind.



Lésung. Betrachte A\ - vy + Ay - v9 + A3 - v3 =0 mit \; € C:

i —1 0 0
0 —9; 2 0
i 1 010 I i 1 00 1 1 i 010
e -1 0 200 1m =0 4 20 m T o0 4 20
0 1 2|0 III 0 1 2|0 II 0 0 010

Da ein Koeffizient frei gewahlt werden kann, muss nicht \; = Ay = A3 = 0 gelten. Also sind die
Vektoren iiber C linear abhéngig.

Da iiber R nur reelle Koeffizienten erlaubt sind, ist diese Rechnung so nicht fiir die Analyse
der linearen Abhéngigkeit iiber R geeignet. Allerdings sieht man in der ersten Zeile von (x),
dass i - A\ = A9 gelten muss. Da die \; nur aus R gewéhlt werden diirfen, miissen also beide
Koeffizienten Null sein: \; = Ay = 0. Da man zudem in der dritten Zeile von (x) ablesen kann,
dass i- Ay = A3 gegeben sein muss um die Gleichung zu erfiillen, folgt auch A3 = 0. Die Vektoren
sind also iiber R linear unabhéngig, da der Nullvektor nur die triviale Darstellung hat. O]

Aufgabe B 41.
Ist die Abbildung L : R® — R? definiert durch

1 W
142
L i) =
T+ 23

linear?

Lésung. Ist die Abbildung L : R® — R? mit

1 T1-T
L ) = ( 1 2)
r1+ 3
T3
linear?
€ U1
Seien | 2o | und [ yo | € R3, dann gilt:
xs3 Y3
X
I o X2ty Yo
i) =
1+ 23+ Y1+ Ys
€3
aber

h
=]
I
_l_
NS
)
I

25 " T1+x3+ Y1+ Y3

1 4 ( r1 + y1 132 + yz))
(

T1-To+ Y1 Y2+ 21 Yo+ Y1 To
Ty + 23+ Y +Ys

X1 U1
# L T +L Y2
€3 Y3

= [ ist nicht linear. O



Aufgabe B 42.
Sei die lineare Abbildung L : R? — R? gegeben durch

X
I JI; — (3$1 + 2:52 — 4I3)

xr1 — 5[E2 + 3[[‘3
T3

beziiglich der Standardbasen B; = (e1, es, e3) von R? und By = (e1, e3) von R?. Bestimmen Sie

1 1 1
die Matrix der linearen Abbildung L beziiglich der Basen £, = 11,111,160 von R3
1 0 0
1 2
und £, = ((3> , (5>) von R2.
T
Lésung Sei LR 5 R2 L[ |2y | = (3% F 272~ 423
T T — 5[152 + 3ZE3
3
Bestimme die Matrix von L beziiglich der Basen:
1 1 1
(,gl = 1 s 1 s 0 = {Ul,UQ,Ug}
1 0 0

Bestimme zunéchst L(v;):

L(vy) = <—11),32’ L) = (—54)52’ L{v) = G)B

Stelle nun die Bilder in der Basis .%, dar:

()= () @) men= (D),
Qe )-smem (),

=13 -w; +8-wy = (_813)
b5

-7 =33 —13
= g2L$1$$1 = ( )xéﬁ

_|_
+1

4 19 8



