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Übungsblatt 8 Höhere Mathematik I WS 2010/2011

Teil B

Aufgabe B 34.

Zeigen Sie, dass die Reihe
∞∑
n=1

n7

(
2

3

)n

konvergent ist

(a) indem Sie das Quotientenkriterium benutzen;

(b) indem Sie das Wurzelkriterium benutzen.

Lösung. (a) mit Quotientenkriterium: an := n7
(
2
3

)n
= n72n

3n∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
(n + 1)7 · 2n+1 · 3n

n7 · 2n · 3n+1

=
2

3

(
n + 1

n

)7

n→∞→ 2

3
< 1.

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe konvergent.

(b) mit Wurzelkriterium: an := n7
(
2
3

)n
n
√
|an| = n

√
n7

(
2

3

)n

=
n
√
n7 · 2

3
= n
√
n
72

3
n→∞→ 2

3
< 1.

Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe konvergent.

Aufgabe B 35.

Weisen Sie jeweils die Konvergenz der Reihe nach

(a)
∞∑
n=1

63n

(n2 + 1)!
(b)

∞∑
n=1

(√
n4 + 1− n2

)
(c)

∞∑
n=1

2n + 3n

5n − 3n
(d)

∞∑
n=1

n · n!

1 + (3n)!



Lösung. (a)
∑∞

n=1
63n

(n2+1)!

Quotientenkriterium: an := 63n

(n2+1)!

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
63(n+1)(n2 + 1)!

63n((n + 1)2 + 1)!
=

63(n+1)(n2 + 1)!

63n(n2 + 2n + 2)!

=
63

(n2 + 2) · ... · (n2 + 2n + 2)
n→∞→ 0 < 1.

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe konvergent.

(b)
∑∞

n=1

√
n4 + 1− n2

Vergleichskriterium: Definiere an :=
√
n4 + 1− n2. Es gilt

|an| = |
√
n4 + 1− n2| = 1√

n4 + 1 + n2
≤ 1

n2
.

Da
∑∞

n=1
1
n2 konvergiert, ist nach dem Vergleichskriterium auch

∑∞
n=1

√
n4 + 1− n2 kon-

vergent.

(c)
∑∞

n=1
2n+3n

5n−3n

Vergleichskriterium: Definiere an := 2n+3n

5n−3n . Es gilt

|an| =
∣∣∣∣2n + 3n

5n − 3n

∣∣∣∣ =
2n + 3n

5n − 3n
≤ 3n + 3n

5n − 3n
=

2 · 3n

5n − 3n

Für n ≥ 2 gilt:

5n − 3n ≥ 1

2
5n

⇔ 1

2
5n ≥ 3n

⇔
(

5

3

)n

≥ 2 (w)

Also:

|an| ≤
2 · 3n

5n − 3n
≤ 2 · 3n

1
2
5n

= 4

(
3

5

)n

.

Da 3
5
< 1, ist die Reihe

∑∞
n=1

(
3
5

)n
konvergent. Damit ist nach dem Vergleichskriterium

auch
∑∞

n=1
2n+3n

5n−3n konvergent.

(d)
∑∞

n=1
n·n!

1+(3n)!

Quotientenkriterium: Definiere an := n·n!
1+(3n)!

. Es gilt



∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
(n + 1)(n + 1)!(1 + (3n)!)

n · n!(1 + (3(n + 1))!)

=

(
n + 1

n

)
(n + 1)

1 + (3n)!

1 + (3n + 3)!

≤
(
n + 1

n

)
(n + 1)

(3n)! + (3n)!

(3n + 3)!

≤
(
n + 1

n

)
(n + 1)

2(3n)!

(3n + 3)!

≤
(
n + 1

n

)
(n + 1)

2

(3n + 3)(3n + 2)(3n + 1)

≤
(
n + 1

n

)2
2(

3 + 3
n

)
(3n + 2)(3n + 1)

≤
(

1 +
1

n

)2
2(

3 + 3
n

)
(3n + 2)(3n + 1)

n→∞→ 0 < 1.

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe konvergent.

Aufgabe B 36.

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz

(a)
∞∑
n=1

3
√
n−n (b)

∞∑
n=1

(
1− 2

n

)n2

(c)
∞∑
n=2

1

log n
(d)

∞∑
n=2

1

n2 log n

Lösung. (a)
∑∞

n=1 3
√
n−n

Wurzelkriterium: an := 3
√
n−n

n
√
|an| =

n
√

3
√
n−n = 3

1√
n
−1

=
1

3
3

1√
n

n→∞→ 1

3
< 1.

Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe konvergent.

(b)
∑∞

n=1

(
1− 2

n

)n2

Wurzelkriterium: an :=
(
1− 2

n

)n2

n
√
|an| =

n

√(
1− 2

n

)n2

=

(
1− 2

n

)n
n→∞→ e−2 < 1.

Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe konvergent.



(c)
∑∞

n=2
1

logn

Es gilt

ex ≥ x + 1 ∀x ≥ −1

⇒ en ≥ n + 1 ≥ n

⇒ n ≥ log n.

Vergleichskriterium: an := 1
logn

|an| =
1

log n
≥ 1

n
.

Weil die Reihe
∑∞

n=1
1
n

divergiert, ist nach dem Vergleichskriterium auch
∑∞

n=2
1

logn
di-

vergent.

(d)
∑∞

n=2
1

n2 logn

Vergleichskriterium: an := 1
n2 logn

|an| =
1

n2 log n
≤ 1

n2 log 2

Weil die Reihe
∑∞

n=1
1
n2 konvergiert, ist nach dem Vergleichskriterium auch

∑∞
n=2

1
n2 logn

konvergent.

Aufgabe B 37.

Bestimmen Sie alle x ∈ R für die die folgenden Potenzreihen konvergent sind

(a)
∞∑
k=0

(−7)k

k + 5
xk (b)

∞∑
k=1

k3

2k
xk

(c)
∞∑
k=1

k2

k!
xk (d)

∞∑
k=0

1

k2 + 1
xk

Lösung. (a)
∑∞

k=0
(−7)k
k+5

xk

Quotientenkriterium: ak := (−7)k
k+5

xk. Für x 6= 0 gilt

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(−7)k+1(k + 5)

(−7)k(k + 6)

∣∣∣∣ |x|
= 7

k + 5

k + 6
|x|

k→∞→ 7|x|

Also ist
∑∞

k=0
(−7)k
k+5

xk konvergent für |x| < 1
7
, x 6= 0, und divergent für |x| > 1

7
.

Betrachte noch die Fälle x = −1
7
, x = 1

7
, x = 0:

x = 0:
∞∑
k=0

(−7)k

k + 5
xk =

∞∑
k=0

(−7)k

k + 5
0 = 0



also konvergent.

x = 1
7
:

∞∑
k=0

(−7)k

k + 5
xk =

∞∑
k=0

(−7)k

k + 5

1

7k
=
∞∑
k=0

(−1)k

k + 5

konvergent nach dem Leibniz-Kriterium

x = −1
7
:

∞∑
k=0

(−7)k

k + 5
xk =

∞∑
k=0

(−7)k

k + 5

1

(−7)k
=
∞∑
k=0

1

k + 5

divergent, da 1
k+5
≥ 1

2k
für k ≥ 5 und

∑∞
k=0

1
2k

divergent.

Insgesamt:
∑∞

k=0
(−7)k
k+5

xk ist konvergent für −1
7
< x ≤ 1

7
und sonst divergent.

(b)
∑∞

k=1
k3

2k
xk

Wurzelkriterium: ak := k3

2k
xk

k
√
|ak| =

k

√
k3

2k
xk = |x| k

√
k3

2k
= |x|

k
√
k
3

2

k→∞→ |x|
2

Also ist
∑∞

k=1
k3

2k
xk konvergent für |x| < 2 und divergent für |x| > 2.

Betrachte noch die Fälle x = −2, x = 2:

x = 2:
∞∑
k=1

k3

2k
xk =

∞∑
k=1

k3

2k
2k =

∞∑
k=1

k3

divergent, da (k3)k keine Nullfolge ist.

x = −2:
∞∑
k=1

k3

2k
xk =

∞∑
k=1

k3

2k
(−2)k =

∞∑
k=1

(−1)kk3

divergent, da ((−1)kk3)k keine Nullfolge ist.

Insgesamt:
∑∞

k=1
k3

2k
xk ist konvergent für −2 < x < 2 und sonst divergent.

(c)
∑∞

k=1
k2

k!
xk Quotientenkriterium: ak := k2

k!
xk. Für x 6= 0 gilt

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(k + 1)2k!

k2(k + 1)!

∣∣∣∣ |x|
=

k + 1

k2
|x|

k→∞→ 0

Also ist
∑∞

k=1
k2

k!
xk konvergent für alle x ∈ R \ {0}.

Für x = 0 gilt
∞∑
k=1

k2

k!
xk =

∞∑
k=1

k2

k!
0 = 0.

Also ist auch in diesem Fall die Reihe konvergent.



(d)
∑∞

k=0
1

k2+1
xk

Quotientenkriterium: ak := 1
k2+1

xk. Für x 6= 0 gilt

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ k2 + 1

(k + 1)2 + 1

∣∣∣∣ |x|
=

k2 + 1

(k2 + 2k + 2)
|x|

k→∞→ |x|

Also ist
∑∞

k=0
1

k2+1
xk konvergent für |x| < 1, x 6= 0, und divergent für |x| > 1.

Betrachte noch die Fälle x = −1, x = 1, x = 0:

x = 0:
∞∑
k=0

1

k2 + 1
xk =

∞∑
k=0

1

k2 + 1
0 = 0

konvergent.

x = 1:
∞∑
k=0

1

k2 + 1
xk =

∞∑
k=0

1

k2 + 1

konvergent, da 1
k2+1

≤ 1
k

und
∑∞

k=0
1
k2

konvergent.

x = −1:
∞∑
k=0

1

k2 + 1
xk =

∞∑
k=0

(−1)k

k2 + 1

konvergent nach Leibniz-Kriterium.

Insgesamt:
∑∞

k=0
1

k2+1
xk ist konvergent für −1 ≤ x ≤ 1 und sonst divergent.


