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Es sei durch

1
nt wenn n durch 4 teilbar ist
ay = 2n — , neN

(—1)"  sonst

eine Folge (a,)nen gegben. Bestimmen Sie lim sup a,, und lim inf a,,.
n—00 n—c0

Lésung. Sei (ay,)nen definiert durch

n+1
a, =1+ 2n—1
(=)™, sonst

,n ist durch 4 teilbar.

Gesucht: lim inf a,, und lim sup a,,
n—oo

n—oo
Bestimme dazu zunéchst alle Haufungspunkte von a,,:

1
*3 ist Haufungspunkt von a,,:

Setze ny, = 4k, k € N, dann gilt fiir die Teilfolge (an, )ren:

1
ah+1 g1
ank: — = 1 —
Sk —1 g_ 1 GWS 2

k

1
Nach Satz 5.3 ist 3 also Haufungspunkt von (a,)s,.

e 1 ist Haufungspunkt von a,:
Setze n = 4k + 2 mit k € N, dann gilt:

Any, = <_1)4k+2 =1

da 4k + 2 immer gerade ist.

= lim a,, =1
k—oo

Nach Satz 5.3 ist 1 damit ein Haufungspunkt con a,,.

e (—1) ist Haufungspunkt von (a,):
Setze ny := 4k + 1, dann gilt:

ank — (_1)4k+1 — _1

da 4k + 1 immer ungerade ist.
= lim a,, = —1

k—o0
Damit ist (—1) nach Satz 5.3 ein Haufungspunkt von a,,.

(ng = 4k + 3 fiithrt zum selben HP.)



1
Weitere Héufungspunkte kann es nicht geben, denn angenommen, y ¢ {5, —1, 1} sei ein
Héufungspunkt von (a,)nen.
Dann gibt es eine Teilfolge (ay, )reny mit

lim a,, =y
k—o0

4

Sind unendlich viele der nj von der Form 4k + 2, dann folgt: y =1 4
Sind unendlich viele der n; von der Form 4k + 1 oder 4k + 3, dann folgt: y = —1 ¢4

Sind nun aber unendlich viele n; durch 4 teilbar, dann folgt y =

N | —

1
Also sind = und +1 die einzigen Haufungspunkte von a,,.

Damit folgt:

limsupa, =1
n—oo

liminfa, = —1
n—oo
O
Aufgabe B 30.
Es sei f: R — R stetig mit lim f(z) = lim f(x) = 0. Zeigen Sie, dass f gleichmé&Big stetig
T——00 T—00
ist.

Lésung. Sei f: R — R stetig und es gelte

lim f(z) = lim_f(z) =0 (4
Behauptung: f ist gleichméfig stetig.
Beweis:

1. Moglichkeit:
Sei € > 0. Wegen (%) gibt es ein K > 0 mit

@) <5 Vlel 2 K 1

(a) Das Intervall [—K, K] ist kompakt, also ist f nach Satz 5.15 gleichméBig stetig auf
—K, K].
Das heifit, es gibt ein 4 > 0 mit

F(2) = W)l < 5 < eVay € [-K K] mit o —y| <6

(b) Fiir |x| > K gilt unabhéngig von ¢

7(@) ~ FER)] < |f@)]+ FER) L S+ 5= 2e <
(c¢) Seinun z > K und y € [-K, K] mit |z — y| < J. Dann gilt:
[f () = fy)l = [f(2) = F(K) + F(K) = f(y)]
< [f(@) = f(K)] + [f(K) = f(y)|
—_— ——
<§e, da z>K <§, da y<K<z und |[z—y|<d=|y—K|<§

<€



(d) Firz < —K und y € [-K, K| mit |z — y| < J gilt analog

(@) = FW)] = 1f(2) = F(=K) + F(=K) = f()]
< (@) = FR)|+ [F(=K) — 1))

< <

wlm

<e€
(e) Fir x,y ¢ [—K, K] gilt wegen (1):

7(2) ~ )l < @) + 1)) < 26 < e

Insgesamt gilt also:
Ve >0 36 =6(e) > 0, so dass Vz,y € R mit |z — y| < 0 gilt:

|f(x) = fy)| <e
= f ist gleichméBig stetig.

2. Moglichkeit:
Sei € > 0. Dann gibt es ein K > 0, so dass

€

[f@)l <5V lz[ > K (2)
Das Intervall [-2K,2K] ist kompakt, also gibt es nach Satz 5.15 ein 6 > 0, so dass Va,y €
[—2K,2K] mit |z —y| < 0 gilt:
(3)

€
2
. . : . [ K
Sei jetzt x,y € R mit |z — y| < §, wobei 6 := min {5, 5}
1. Fall: z,y € [-2K,2K]

Dann gilt wegen (3):

)= F) < 5 <e

2. Fall: x,y > 2K oder z,y < —2K

Dann ist |z|, |y| > 2K > 2 und es gilt wegen (2):

[f(z) = f)| < |f(@)]+[f()]

(2) € €
p— — = €

2 2
3. Fall: x € [-2K,2K], y > 2K

K 3
Wegen |z —y| <0 < 5} gilt: = € {iK, 2K

= f(z) < 5( wegen (2))



Damit folgt:

[f(@) = fW)I < [f(@)|+ ()
+

_E €
2 2
4. Fall: x € [-2K,2K], y < —2K
. 3
Dann gilt (analog zu oben) z € [—2[(, —§K] , also:

[f(z) = f)| < |f@)]+[f()]

€ €
<-+-=c¢

2 2
} gilt:

[f(x) = f(y)] <e

Insgesamt:

bo| =

Vr,y € R mit |z — y| <6:min{5,

Aufgabe B 31.

Zeigen Sie, dass die Funktion
ffR=>R, f(z):=e"—2

genau eine Nullstelle besitzt.

Losung. Es gilt
fy=e'—2=¢-2>0
und
fO)=e"—2=1-2=-1<0.

Dann gilt mit dem Zwischenwertsatz, dass ein zo € (0, 1) existiert mit f(xzy) = 0, dh f hat
mindestens eine Nullstelle.
Auflerdem gilt: f ist streng monoton wachsend, denn sei x < y, dann ist

fx) = fly) =e" —2—¢"+2

=e" —e¥ <0,

da die Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist. Also ist xg die einzige Nullstelle von
f, denn fiir alle z < z¢ gilt f(z) < f(x¢) = 0 und fiir alle z > ¢ gilt f(x) > f(zo) = 0. O

Aufgabe B 32.

Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen:

e} 1
@) Xnii e



1
(b) >0 T

P o 1
Losung. (a) > -, (n+5)(n+7)

1 1 1 1
Es gilt =—|(——- . Betrachte die Partialsummen der Reihe:
(n+5Mnm+7 2\n+d n+7
N N N
1 1 1 1
S = = — —
N nz::l(n+5)(n+7) 2(;71—#5 ;n—l—?)
N N+2
1 1 1
()
IRVAR U 1 1
2\1+5 2+5 N+1+5 N+2+5
/131 1
2\42 N+6 N+7
- 1 1 13 1 1 113 13
= = lim Sy == li — = - == —,
;(n—l—f))(n—i—?) N =N 2N5%o<42 N+6 N+7) 242~ 84
() 3 1
14243440
1
Erinnerung:) ,_, k = n n2+ )
1 1 2 2 2
Also: = — = =2 _ '
1+2+4+34+--+n v ko onn+1) n n+l
Partialsummen:
N 1 NN
S = :2 _——
N ;1+2+3+ +n (;n ;n+1>
N N+1
1 1
(nln n:Zn
=2(1 L
B N +1
:>§: L = lim Sy =2 lim I—L =2
2eThadattn o NI TNYL) T

Aufgabe B 33.
Zeigen Sie,
(a) dass die Reihe Y > | (vV4n? + n — 2n) divergiert.

(b) dass die Reihe 3277, (=1)" G 7)mygy konvergiert.



Losung. (a) Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, dass > - (v4n? +n — 2n) kon-

vergiert.
= lim,, 0o V4n? +n — 2n = 0 (Folgerung 6.4).
Es gilt:
JIE T o = VAP A n - 2)(ViAn? + 0t 20)  An® +n -4’
n2+n-—2n = —
VAnZ +n + 2n VAnZ +n +2n
n
VA +n+2n
1 n—00 1
=—— "% #£0.

\A+E+2 4
Also ist die Reihe divergent.

(2n+1)(n+2)

[ S/
-~

(b) Behauptung: Y >, (—1)" konvergiert.

an
Verwende dazu das Leibnitz-Kriterium. Zeige zuerst
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n n+1
T T Gt D +2)  @nt3)(n+3)
~ n(2n®4+9n+9) — (n+1)(2n* + 5n + 2)
B (2n + 1)(n +2)(2n + 3)(n + 3)

Da der Nenner fiir alle n € N positiv ist, betrachten wir nur noch den Zéhler:

n2n* 4+ +9) — (n+1)(2n° +5n+2) =2n*+2n—2=2(n*+n—-2)>0v¥n €N
——
>2 Vn
= (an)nen ist monoton fallend v/
(iii) Nullfolge

0 < n < n 1
= —— < — = —
2M24+5n+2 " 2n?2 2n

= (ap)nen ist Nullfolge (nach Sandwich-Lemma).

n—0o0

=0

Wegen (i)-(iii) gilt mit dem Leibnitz-Kriterium:

i(—l)"“an < 00
&) (-D(=D)"Ma, =) (-1)"a, < 00



* Aufgabe.
Untersuchen Sie die folgende Funktion f : R — R auf Stetigkeit:

1
— firx = ]—9, wobei p, ¢ € Z mit p und q teilerfremd
fla) =4 1
0 firz€Q
Losung.
1
- flirx = E, wobei p, ¢ € Z mit p und q teilerfremd
flz) = qa q
0 firz€Q
Behauptung:

f ist in allen rationalen Punkten unstetig und in allen irrationalen Punkten stetig.

Beweis:

Fiir x € Q gibt es in jeder Umgebung von x Punkte y aus R\Q, also mit f(y) = 0. Wé&hle aus
solchen y eine Folge y, mit y, ¢ Q, y, — z, dann gilt:

fyn) =0 — 0 fiir z — o0

Aber f(x) # 0, also ist f in allen Punkten x € QQ unstetig.
Fiir x # Q und y ¢ Q ist sowieso

[f(2) = f)] =10-0]=0<e Ve>0

Betrachte also z € Q und eine Folge y,, € Q mit y,, — x fiir n — oo.
Dann muss der Nenner bei

gegen oo gehen, also ¢, — oo.
Dann gilt fiir f:



