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Teil B

Aufgabe B 24.

Zeigen Sie: lim e® =0 und lim e* = oo.
T——00 T—r 00

Bestimmen Sie ferner die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren

x —x 2 1
lim etr lim m lim vam+1

r—00 €T — e~ T’ z—0 @ z—oo I+ 1

Losung.

(a) Zeige: lim e® =0 und lim e* = 0o
T——00 T—r00

Dazu: Fir x > 0 gilt:

1 Satz3.17 1 1
0<e®=— < < —
- e = 14z =z
1
Wegen lim — = 0 gilt dann mit Satz 4.3:
r—00 I
lime™ = lim " =0
Tr—r00 T—>—00
AuBlerdem gilt fiir alle x € R:
1+z<e”

— lim e” = 00, da lim (1 + ) = 00

T—00 T—r0o0

(b) Bestimme die Grenzwerte:

T
(i) lim ——— =1, denn:
r—o0 e — e 7

e+ (4" 14a"-e7"

et —e ™  e*(l—eT.eT) 1 —e 2

Es gilt: lim 27 = 0, denn:
T—r 00

—x —z-log(x

r¥=c¢ ) und fiir z > e' gilt dann:

log(e) =1<log(z) = —z-log(z)< —x

Damit:
7t = e*(t-log(x) <e®

Wegen lim e ™ = 0 folgt dann mit Satz 4.3:

T—00

lim 27 =0
Tr—r00



Dann erhalten wir:
lim (x_z . e_z) = <lim x_z> . <lim e_x>
Tr—r0Q0 Tr—r00 Xr—r0Q
=0-0=0 (da beide Grenzwerte existieren.)

lime ™ = lime™®-e*=0
r—r00 xr—r00

Insgesamt gilt also nach Satz 4.2:

. e+ ax" I B A i
lm ——=1lm —— =1
z—o0 e¥ — e~ % T—00 1—e 22
T
(ii) lin% J] existiert nicht, denn
xr—r xr
x T
lim u =lim-=1
\0 T z\0 T
T T
aber lim —u =lim - = —1

z 0 X z,/0X

— lim u existiert nicht, da die einseitigen Grenzwerte nicht iibereinstimmen.
r—0o0 U

241
(i) Tim Y
Sei x > 0, dann gilt:

1
z2 1—1——) i i
r2+1 ( z? _93 1+x2_ 1+$29H_O)01
- - o 1
x+1 x+1 x<1+l) 14 L
€T T

Aufgabe B 25.

Berechnen Sie die rechts- und linksseitigen Grenzwerte der folgenden Funktionen

a?—4
— fir |z| <2
flz) = Va?+5-3 . (z) := 2] + V1 =22 fir o] <1
" 3 fir o < -2 L) = —x fir |z| > 1

Sr — 4 firz > 2

an den jeweiligen Ubergangsstellen.

Losung.
x?—4
—— fir |z <2
) Var4+5-3 =
fla) = 3 fur z < -2
S5r — 4 fir x > 2

Gesucht: links- und rechtsseitiger Grenzwert an den Ubergangsstellen 1 = —2, 5 = 2



T, = —2:

lim f(z)= lim 3=3
x /=2 x /=2

_ _ x? —4
lim ——
TN\ (—2 N2 /2 +5—-3
. (22 —4) (V22 + 5+ 3)
N2 (Va2 +5—3)(Va2+ 5+ 3)

(22— 4) (V2T + 5 +3)

= lim

N\—2 $2+5—9
2_4
G )-<\/x2+5—|—3>
N\ (—2 (1‘2—4)

= li\m2v$2+5—l—3=\/(—2)2+5+3:6

= lm f(@) # lim f(z)

= limz f(z) existiert nicht, also ist f in x; = —2 nicht stetig.
T——

To = 2:

2

—4
lim f(x) = lim —
z,/2 /21?2 +5—3

= l%\/x2+5+3=6

glcl\‘r%f(a:):glgl\r%5x—4:10—4=6

= lir% f(z) existiert, f(2) = 6.
T
= f ist stetig in xy = 2.

- fir |z| > 1

|z| + V1 —2? fur|z] <1
9(z) =

Ubergangsstellen: z1 = —1, x = 1

T = —1:



To = 1:

limg(z) = lim |z| + V1 — 22 = limz + V1 — 22
z /1 z 1 "
—14+VI-12=1
I —lim -z = —1 £ Ii
lim g(2) = lim —z #ﬁww
= linq g(x) existiert nicht, also ist g in xo = 1 nicht stetig.
z—

Aufgabe B 26.

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig sind, indem Sie die Bedingung
Vao € D(f) Ve >0 36 = d(xg,e) > 0 so dass Vo € D(f) gilt:

|z = xo| < 0(x0,8) = [f(2) = flwo)| <e

nachweisen:
(a) f:R — R, definiert durch f(z) := 42? + 3;
1
(b) ¢:(0,00) = R, definiert durch g(z) := T

Losung. Zeige, dass folgende Funktionen stetig sind:

(a) f : R — R definiert durch f(z) = 42* 4+ 3. Sei 29 € R und ¢ > 0 beliebig, aber fest
vorgegeben. Wihle zu zy und ¢ folgendes § = §(zy, ¢):

/ B
§(xo,€) == —|wo| + (/2% + 1

Dann gilt fiir alle x € R mit |z — 2| < ¢:

[f(x) = f(zo)| = |42% + 3 — (4o + 3)]
= |[42® — 4]
— da?
= 4|z — xo - |z + 0|
= 4|z — x| - | — mo + 22|
<Az — xo| - (Jx — zo| + 2|x0])
= 4|z — x0|* + 8|0 - |7 — 70|
<46+ 8|zo| - 0
€

€ / €
:4<\x0|2—2\x0]- x3+4+x3+1) + 8|z <—|wo\—|— x%—I—Z)

3

€
= 8|zo|? — 80| :EQ—I—Z+E—8|:U0|2+8|$0| 1'(2)+4

=£

Also ist f in 2y € R stetig.



(b) ¢:(0,00) — R definiert durch
1

Sei xy € (0,00) und € > 0 beliebig, aber fest vorgegeben.
Wihle zu zy und € ein 6 = 0(zo, €):

6= —|wo| +\/2d + ¢

Dann gilt fiir alle x € (0, 00) mit |z — 2| < ¢:

1 1
9(0) = 9ol = | {533 - 1302
142 —1-2a?
(221 +23)
|28 — 22|
(1 +2%)] |1 + =g
e — e —
1 1
< |xg — 2

= |xg — 2| - |z + 7|
= |z — x| - |z — x0 + 20|
< |z — 0| - (Jx — x| + 2[0])

= |z — x0]2 + 2|zl - |z — 0]

< 6%+ 2|z0| - 6
= |wo|* — 2|xo| - \/ 22 + € + 5 + & — 2|ao|* + 2|20| - \/2Z + €
=

= ¢ ist in allen zq € (0, 00) stetig.

Aufgabe B 27.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Funktion

2 firz >0
1 firz<0

fzx) =

in xg = 0 stetig erganzbar ist.

Lésung. Annahme: f sei in xy = 0 stetig erganzbar.
Dann miisste lim f(x) existieren. Es miisste also gelten:

lim f(z) = lim f(x)

Aber:
il;%f(l‘):il;%lzl
. s 2 .
lim f(z) = lim 2" =0 4

Damit ist f nicht in 2y = 0 stetig erganzbar.



Aufgabe B 28.

Zeigen Sie, dass die Funktion f : (1,00) — R, definiert durch f(z) := /1 + 22, gleichméaBig

stetig ist, indem Sie die Bedingung

Ve>030=0(g) >0sodass Va,xy € D(f) gilt: |z — x| <d(e) = |f(z) — flzo)] <€

nachweisen.

Losung. Sei f: (1,00) — R definiert durch

f(x) :=vV1+ 22

Zeige: f ist gleichméafig stetig.
Beweis:

Sei e >0 und § = g Dann gilt fiir alle , ¢ € (1, 00) mit |z — x| < §:

|f<x>—f<xo>|=]¢1+x2— a2

:|(\/1+.7:2—\/1+x3)(\/l+x2+\/l+x3)

V1I+a2+ /14 a2

T+ — (14 27)]
V1+a22+ /1+ 2

|2* — ]

VIt 221+ 42

|20

:|:13—330|' |x+x0|
V1+a2+ /14 2}
_ 2]
< |z — x| - +
V142244 /1+ 23
———
L >0
< |z — x| - 2 + 20|
V1+a? 1+t
<1 4
[ < <1

da¢<1©\xlS\/1+x2<:>x2§1+x2\/

V1422

< 2|z — x|
<20=¢

Damit ist f gleichméBig stetig auf (1, 00).

V14 a2 +/1+ ]

>0




