Prof. Dr. Rudolf Stens
LEHRSTUHL A FUR MATHEMATIK
RWTH AACHEN

Aachen, den 02.11.10

ﬂ'bungsblatt 2 Hohere Mathematik I

Teil B
Aufgabe B6.

Beweisen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion:

Z/& +1)(2n+1),
- +172 n+1n(”+ 1)
(b) ’;(—1)'“ Bo= ()" =

(c) p" >n? fir n € Nund p € N mit p > 3.
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Lésung. (a) Sei A(n): > k* = én(n +1)2n+1)
k=1

(IA): Fir n =1 gilt:
1

ZkQ_l_é(1+1)(2+1)—1\/

k=1
(IV): Es gelte A(n) fiir ein n € N mit n > 1.

(IS): Zeige nun, dass A(n + 1) wahr ist.
Es ist
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Z Zk‘Q n—|—1
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m+1)((n+1)+1)2n+1)+1)

Also ist A(n+ 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-

tung A(n) fiir alle n € N,

(b) Sei A(n) : é(_l)k+lk2 = (—1)mH @



(IA): Firn =1 gilt:
1
LS: Z(_l)k—i-le — (_1)14-1 .12 =1
k=1

1-(1+1 2
s e 0D 2
(IV): Es gelte A(n) fir ein n € N mit n > 1.

(IS): Zeige nun, dass A(n + 1) wahr ist. Es ist

§<—1)k+1’f2 = zn:(—l)’““lsQ (1) (4 1)

- ‘Ileil)"*l@ 1R 1)
= (=1 (@ (P24 1))
= (=)™ {%2 +5—nt—2n— 1}
= (—1)"*! [—"; — ;n — 1]
- (_1)n+1<_1)n2 + i;n +2
(1) (n+ 1)2(n +2)

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N.

(c) Esseip € Nund p > 3 und A(n) : p* > n?.
(TA): Fiirn=1gilt: p' =p >3 > 12
Firn =2 gilt: p*> >9>22=4
= A(1) und A(2) gelten.
(IV): Es gelte A(n) fiir ein n € N mit n > 2.
(IS): Zeige nun, dass A(n + 1) wahr ist. Es gilt:
v Vor
P =p S pon? S 3n?
Es geniigt also zu zeigen, dass 3n? > (n + 1)? gilt.
*>m+1)2<3n”>n*+2n+1
& 2n®—2n > 1
& 2n(n—1)>1
Dan > 2 gilt, ist n — 1 > 1. Also gilt:
Mmn—1)>2-2-1>1v

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N,
O



Aufgabe B 7.
Beweisen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion:

2n—1
(a) > (=1 'k* =n(2n —1) fiir n € N,
k=1

(b) Y kk!=(n+1)! - 1firn €N
k=1

Lésung. (a) Sei A(n) : 2:2::11(—1)’“_1 -k =n(2n —1).

(IA): Fir n =1 gilt:

LS: 21:(—1)"“_1]@’2 =(-1)°-12=1

RS T-(21-1)=1-1=1=1LS
(IV): Es gelte A(n) fiir ein n € N mit n > 1.
(IS): Zeige nun, dass A(n + 1) wahr ist. Es ist

2(n+1)—1 2n+1
Z (—1)k_1k‘2 _ Z (—1)k_1k‘2
k=1 k=1
2n—1
= ST DR ()P @0 4 ()P (20 4 1)
k=1
D n@n —1) + @20 +1)2 — 4n?

=2 —n+4n? +4n + 1 — 4n?
=20 +3n+1
=(n+1)2n+1)

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N.

(b) Sei A(n): >  k-k!l=(n+1)!—1firneN.
k=1

(IA): Fir n =1 gilt:
1
LS: > k-kl=1-11=1
k=1
RS: (1+1)—1=2—1=2—1=1=LS

(IV): Es gelte A(n) fiir ein n € N.



(IS): Zeige nun, dass A(n + 1) wahr ist. Es ist

%k.k;:ik.mﬂnu)(ml)!
D) =14+ n+1)(n+1)
=(n+1)(1+n+1)-1
=(n+2)!-1

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N,
]

Aufgabe B 8.

Beweisen Sie mit Hilfe der vollstandigen Induktion.

(a) ™ +n < 8 (n € N)

L Bk +2) 2
H + _ n —+ (HEN)

(b) (k+1)3 2(n +1)2

=

=1

3

(c) ZQj—l = n? (n € N)

<.
—_

(d) n®+5n ist durch 6 teilbar (n € N)

Lésung. (a) Essei A(n) : 7" 4+n < 8.

IA) n=1:7+1=8<8 v
(IV) Es gelte A(n) fiir ein n € N.
(IS) Zeige, A(n + 1) ist wahr.

T4+ 1=7(T""+n)—6n+1

(IV)
< 7-8"—6n+1
<7-8" 48 = gt

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N,

k*(k + 2) n + 2

(b) EsseiA(n):L[1 L = 1)

1

K2k + 2) 3 1+2
=1 _ = - =
" g(kJrl T 2(1+1)2



(IV) Es gelte A(n) fir ein n € N mit n > 1.
(IS) Zeige, A(n + 1) ist wahr.

TR (k+2) ﬁk?(k+2)_(n+1)2(n+3)
(k+1)3 = (B +1)8 (n +2)3
) n+2 (n+1)*(n+3)
 2(n+1)2 (n +2)3
n+3
2(n + 2)?

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N,

(c) Es sei A(n): i (25 — 1) = n?

=1

1

(IA) n=1:) (2j-1)=1=1" v
j=1

(IV) Es gelte A(n) fiir ein n € N.

(IS) Zeige, A(n + 1) ist wahr.

n+1 n
dEi-1)=) (2j-1)+2n+1
=1 =1
2 on 11 = (n+1)?

Also ist A(n+ 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N,

(d) Es sei A(n) : n® + 5n ist durch 6 teilbar.

(IA) n=1: 14+ 5 =6 ist durch 6 teilbar. v

(IV) Es gelte A(n) fiir ein n € N.

(IS) Zeige, A(n + 1) ist wahr.
(n+1P°+5n+5=n+5n+3n*+3n+6=n>+5n+3(n(n+1)+2)

Nun ist entweder n oder n + 1 gerade und damit auch n(n + 1) 4+ 2 eine gerade
Zahl.Dann ist 3(n (n+ 1) +2) durch 6 teilbar und nach Induktionsvoraussetzung ist
dann (n+1)* + 5(n + 1) durch 6 teilbar.

Also ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behaup-
tung A(n) fiir alle n € N.
O

Aufgabe B9.
Seien z1,..., x, € R. Beweisen Sie die verallgemeinerte Dreiecksungleichung:

n
< >
k=1

n

D @

k=1

(%)




Losung. Beweis per vollstandiger Induktion nach n.

(IA) n=1:. v
k=1
(IV) Es gelte (x) fiir ein n € N mit n > 2.
(IS)

n=2: = |x1 + @3] <|z1| 4+ |x2| Dies folgt aus der Dreiecksungleichung.

n+1

D
k=1

n
= E T+ Tpyt
k=1

n
< Zxk

k=1

1) &
<Y lad + e
k=1

n+1

=2 ol
k=1

+ |zp41| mnach der Dreiecksungleichung

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung
fiir alle n € N. O

Aufgabe B 10.

(a) Zeigen Sie: n Elemente kann man auf n! verschiedene Arten anordnen.

|
(b) Die Binomialkoeffizienten sind definiert durch ( Z ) = m neNy0<k<

()= G- (G

Léosung. (a) Behauptung: “n Elemente kann man auf n! verschiedene Arten anordnen.“

n. Zeigen Sie:

(IA) n = 1: Hat man nur ein Element, so kann man es auch nur auf 1! = 1 Art anordnen.
(IV) Es gelte die Behauptung fiir ein n € N.

(IS) Nimm eine beliebige Anordnung der ersten n Elemente. Dann kann man das (n+1)-
te Element auf n 4+ 1 Arten in diese Anordnung einfiigen. [Z.B. vor jedem vorhan-
denen Element (n Moglichkeiten) oder nach dem n-ten Element; macht also n + 1
Moglichkeiten |
Laut (IV) gibt es n! Anordnungen der ersten n Elemente.
= das (n + 1)-te Element kann auf n!(n + 1) = (n + 1)! verschiedene Arten in die
n-Tupel eingeschoben werden.

= Es gibt (n + 1)! Méglichkeiten n + 1 Elemente anzuordnen.

Damit folgt die Behauptung nach dem Induktionsprinzip.



n ny n! n! _nlk+nl(n—-k+1)
(h—J_%Q)_Xk—UKn—k+Uf+MM—kﬂ_ Hin+1— k)
n!(n+1)

T kKn+1-k)

 (n+1)!
CEkl(n+1—k)!

(1)

* Aufgabe.

Finden Sie den Fehler in folgendem Induktionsbeweis:
Behauptung: Alle Planeten im Sonnensystem sind bewohnt.
Beweis. Es sei A(n) := je n Planeten sind bewohnt.

(IA) A(1) ist offenbar wahr (die Erde ist bewohnt).
(IV) Es seien n Planeten im Sonnensystem bewohnt, es gelte also A(n).

(IS) Schliefie nun auf (n+1) wie folgt: Die (n+1) Planeten werden auf folgende Art gruppiert:
Erste Gruppe: 1,2,...,n, zweite Gruppe: 2,3,...,n+ 1.

Wegen der Induktionsvoraussetzung sind in der ersten Gruppe alle Planeten bewohnt,

ebenso in der zweiten. Folglich miissen alle Planeten im Sonnensystem bewohnt sein, und
A(n + 1) ist gezeigt.

Losung. Dieser Beweis ist schon beim Schluss von 1 — 2 falsch, da hier die zwei Gruppen

nicht so gebildet werden konnen, dass A(1) angewandt werden kann. Denn A(1) gilt nur fir
einen ausgezeichneten Planeten. O



