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Musterlosung Teil B

Aufgabe B 1.

Bestimmen Sie alle Eigenwerte, A1, Ao, A3, und die zugehorigen Eigenvektoren der Matrix

A:

— N W
[N N —
W N =

Geben Sie die Transformationsmatrix B an, so dass gilt: B~ - A - B = diag(\1, A2, A3).

Losung.

Bestimmt alle Eigenwerte und zugehérige Eigenvektoren der Matrix

3
A=1|2
1

[ N —
W N =

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pa(\):

3—2 1 1
paN) =det(A—X)=| 2 4-X 2
1 13-\
=(B-N4-N+2+2-(4-N—-2B3-X1)-23-)
=(B=A?4—-N)+4—4+X—4(3-))
= (9—6A+A)(4— X))+ X —12+4)
=36 — 9\ — 24\ + 6% + 4% — X% + 5\ — 12
=N+ 10\2 — 28\ + 24

Eine Nullstelle von pa(\) ist 2: =8 4+40 —56+24 =0
Polynomdivision:

(= A4+ 10A2 =280 +24) : (A—2) = — A?+81—12

AP —2)\?
8A% — 28\
— 8\ + 16\
— 12X +24
12X — 24

0



= pa(N\) = (A = 2)(—=\* + 8\ — 12)
=—-(A=2)(A=6)(A—2)
= —(A=2)*(A—6)

Die Matrix A hat also die Eigenwerte:
A1 = 2 mit algebraischer Vielfachheit 2.

Ao = 6 mit algebraischer Vielfachheit 1.
Zu A\ = 2: Lose (A—21)v =0

11110 1 1 110
2 2 2/0 % 0000
1 1 110 a 00 010
= 2 frei wihlbare Parameter, wéhle also vy = t,v3 = s, dann: v = —t — s.
= Eigenraum:
-1 -1
E@)=<veR|v=s| 0 |+t| 1|, steRrR
1 0
1 -1
= span 11,10
0 1
Zu Ay = 6: Lose (A—6l)v =0
-3 1 110 4 —-810 0 4 8|0
2 -2 200 |25 Lo -4 sjo|™ (o0 010
1 1 —=3/0) ™" L1 1 3]0 11 =3[0
= 1 frei wahlbarer Parameter, wihle also v3 = t, dann: v, = 2t und v; = —vy+3v3 = —2t+3t =

t. = Eigenraum:

1
EG6)={veR|v=t]|2]|,tcR
1

1
= span 2
1

Finde noch die Transformationsmatrix B, so dass B~'AB Diagonalgestalt hat:

Nach Satz 5.6 gilt: Sind Ay,--- ;A\, die Eigenwerte von A € R™" (mit Vielfachheit gezihlt)
und sind die zugehorigen FEigenvektoren vy, --- v, linear unabhéngig, dann gilt mit B =
(Uly e 7,Un):

BT'AB =diag (A -+ M)



Es bleibt also noch zu zeigen, dass die Eigenvektoren von oben linear unabhéngig sind:
Es gilt:

-1 -1 1
det{ 1 0 2] =04+04+1-04+2+1
0 1 1
=4+#0
-1 -1 1
= Die Eigenvektoren [ 1 |, | 0 |, | 2| sind linear unabhéngig.
0 1 1
-1 -1 1
=B=| 1 0 2] istdie gesuchte Matrix und es gilt:
0 1 1
200
BT'AB= {0 2 0
0 0 6
Aufgabe B 2.

Es seien A, B € K™*". Zeigen Sie:

(a) Ist A\ ein Eigenwert von A zum Eigenvektor v, so ist A" ein Eigenwert von A™ zum
Eigenvektor v.

(b) Sei A invertierbar und A ein Eigenwert von A zum Eigenvektor v. Dann ist v auch Eigen-
vektor von A~! zum Eigenwert %

(c) A und AT haben dieselben Eigenwerte.
(d) AB und BA haben dasselbe charakteristische Polynom.

Losung.

(a) A sei Eigenwert von A zum Eigenvektor v, d.h. Av = Av mit v # 0.
= A" = A" (Av) = A" w
=\l = A" A
= A"v(induktiv)
= A" ist Eigenwert von A" zum Eigenvektor v.

(b) A sei Eigenwert von A zum Eigenvektor v. Dann gilt:

Av =\
ATheistiert g1 40— A=)y
sv=\A"tv

A invertierbar, also A # 0 1
= -

A

v=At



1
= v ist Eigenvektor von A™! zum Eigenwert Y
(c) Wegen det(A) = det(AT) folgt:

par(A) = det(AT — AI) = det((A” — AI)T)
= det((AT)" = AI") = det(A — AI) = pa(N)

= Die charakteristischen Polynome von A und A7 sind gleich, daher auch die Eigenwerte.

(d) 1. Fall: B sei regulir, d.h. B~! existiere.

pap(A) = det(AB — AI) = det(B"'BAB — AB™'BI)
=det(B"'BAB — B~')\IB)
= det(B™'(BA — \I)B)
= det(B™1) - det(BA — \I) - det(B) = det(BA — \I)
:detl(B)
= pBa(M)

= Behauptung gilt, falls B regular.

2. Fall: B sei nicht reguldr, d.h. det(B) =0
Seien Aq, -+, Ay die Eigenwerte von B. Dann gilt fir x € R\ {1, -+, \¢}, dass (B —«1)
regulér ist, da x kein Eigenwert von B ist.

= det(A(B — 21) — AI) "2 det((B — 1) A — Al

= iiet(A(B —xl) = A) — det((B — z)A — )\Il =0

Polynom p(z) vom Grad <n

= p(z) =0 fir z € R, da fiir zg, - , 2, € R\{\,- -+, \x} paarweise verschieden, folgt:

p(z;)) =0, (1=0,---,n).

Ein Polynom hat hochstens so viele Nullstellen, wie sein Grad angibt, oder ist identisch
Null. Da der Grad hier < n ist, und das Polynom mehr als n Nullstellen hat, ist es also
konstant Null.

Es gilt demnach insbesondere fiir x = 0:

pap(A) = det(AB — A\I) = det(BA — Al) = ppa(N).

Aufgabe B 3.

Es sei B = (b, bo, b3) eine Basis des R3. Die lineare Abbildung L : R?® — R? sei durch ihre
Werte auf den Basisvektoren wie folgt festgelegt:

L(by) = 2by + 2by, L(by) = by + by — bs, L(b3) = —by + 2b.

Eine weitere Basis W = (wy,ws, w3) des R? sei durch ihre Koordinatenvektoren (1,0,—1),
(0,1,1) und (1,0,0) beziiglich B gegeben.

(a) Geben Sie die Matrix der linearen Abbildung beziiglich der Basis B an.



(b) Berechnen Sie die Matrix C' der linearen Abbildung beziiglich der Basis W sowie die
Basiswechselmatrix D, das heifit die Matrix D mit der Eigenschaft C' = D7*AD.

Losung.

B = (b1, by, b3) sei Basis des R3. L : R®> — R3 gegeben durch
L(bt) = 2by + 2by

L(bg) - bl + bg — bg
L(bg) == —b2 —|— 2b3

(a) Matrix von L beziiglich %:

1 0 1
(wl)ﬁ — 0 s (U)Q)(@ = 1 s (wg)g = 0
—1 1 0
Dann gilt:
L(wl) = L(b1 — bg) = L(bl) — L(bg)
= by + 2by — (—by + 2b3)
= 2b; + 3by — 2b3
= 511)1 + 311)2 — 3IU3
=0y + by + b — b3+ (—by + 2b3)
— by + by
= —WwW + 2’LU3
L(wg) = L(bl) = 2b1 + 2b2 = 2w1 + 2w2
Alternativ:
2 1 0 1 2 )
0 -1 2 —1 -2 p -3 »
2 1 0 0 1 —1
0 -1 2 1 1 P 2 »
2 1 0 1 2 2
0 -1 2/ \o o/, \o/,



Dann gilt:

Basiswechselmatrix (mit Satz 5.8):
In der j-ten Spalte der Basiswechselmatrix zwischen den Basen % und #  stehen die
Koordinaten des j-ten Basisvektors aus # beziiglich %:

1 0 1
D=0 10
-1 10
Dann gilt:
C=D1AD
oder:
Basiswechselmatrix wie oben:
1 0 1
D=10 10
-1 1 0
Dann: Berchne D~ 1:
1 0111 00 1 0 1/1 0 O 1 00/0 1 -1
0o 1olot1o|] ™S {o1olo 1 o] f{0o10l0 1 o
11000 1) ™" No0oo0 1|1 -1 1 00 1/1 -1 1
0O 1 -1
also D=0 1 0
1 -1 1
Dann:
C=D'AD
0O 1 -1 2 1 0 1 0 1
=10 1 0 2 1 -1 0 1 0
1 -1 1 0 -1 2 -1 1 0
2 2 -3 1 01
=12 1 -1 0O 1 0
0o -1 3 -1 10
5 —1 2
=13 0 2
-3 2 0
Aufgabe B 4.
(a) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform der Matrix A = < 314 :1 > und die zugehorige

Transformationsmatrix.

(b) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform der Matrix

0 10
A= -1 1 1
-1 0 2

Begriinden Sie Thre Antwort, ohne die Transformationsmatrix zu berechnen.



Losung.

(a) Bestimme die Jordan-Normalform von

31 —1
(%5
Bestimme zunéchst die Eigenwerte von A:
pa(A) =det(A— Al) = 4 i
=Bi—MN)(—-i—\)—4
=3—-3Ni+id+ X\ —4
=M —2A—1=(\—1)

R W— '

= X =1 ist Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2.
Bestimme Eigenvektoren von A:

(A—illv=0 <« (Qi _1)1):0

-4 =2
. 21 —1
-4 =2

0 Hﬁ)l 2t =110
0 0O 010

= 2101 —ve =0 vy = 21

éE(i):{veRQ‘v:t(;Z), teR}

also gilt dim(F(i)) = 1, d.h. A = ¢ hat geometrische Vielfachheit 1.
Bestimmt nun Hauptvektor w € R? mit (A — il)w = v und (A — il)*w = 0.

Es gilt:
. 2
Cw (20 -1\"_ (00
(A=l = (—4 —Qi) - (0 0)

also ist (A —i1)*w = 0 Vw € R? erfiillt.
1 Uizz)')l 2t =11
21 0 010

29w, —we =1

21 —1

(A—il)w:v@)(_ll o

Fiir w gilt also:

Wéhle wy; =t € R, dann ist wy = 2it — 1.
1

=S w=|, ist ein Hauptvektor.

Die Transformationsmatrix B ist dann:

(11 o (1-2 1
B_(Zi 2@—1)’3 _( 2i —1)



und es gilt:

0 10
A=1-1 11
-1 0 2
Bestimme die Eigenwerte von A:
-2 1 0
pa(A) =det(A—-A)=|—-1 1—-X 1
-1 0 2=

= AN1-N2-A)—-1+(2-))
= A1=N2=N+ (1=
=(1=N(=A2-XN)+1)

= —(A=1D(=22+ A2 +1)
=—-(A-1)°

= A = 1 ist Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3.
Bestimme noch die geometrische Vielfachheit, also dim(E(1)):

~1 1 0]0 ~110/0
(A—1w=0s | -1 0 1|0 | =" =1 0 10
~1 0 10 0 0 0|0

= 1 frei wihlbarer Parameter, wiahle v; =t € R, dann: v, =t = v3

= Eigenraum
1

El)=<veR|lv=t|1],teR
1

also dim(FE(1)) = 1 = geometrische Vielfachheit. Fiir die Jordan-Normalform gilt:

Zu jedem Eigenwert gibt es seiner geometrischen Vielfachheit entsprechend viele Jordan-
Késten.

Die Gesamtdimension aller Jordan-Ké&sten zu einem Eigenwert entspricht der algebrai-
schen Vielfachheit.

Hier: Ein EW A\ = 1 mit geometrischer Vielfachheit =1 und algebraischer Vielfachheit =3
= J(A) besteht aus einem 3 x 3 Block.

J(A) =

O O =
e QT y—
)



