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Einfiihrung in die Koordinatensysteme

1) Kartesische Koordinaten

z
A

e Ortsvektor

T=x € +y-€+2-¢€;

r=|r=va?+y’+2?

—oo<Tr<oo
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o Einheitsvektoren (d.h. |€ | =1)
€z, €y, €, konstant
Skalarfeld:
f(F) = f(2,y,2)

o Vektorfeld:

+ Fy(z,y,2) - &
+ F.(x,y,2) €,

o Wegelement
z

dr=do-é, +dy-éy, +dz-¢e.

¢ Flédchenelemente
z

(1/41

d4; =dy-dz - &,
dA, = dz-dz - &,
dds =dz-dy - é.

2) Zylinderkoordinaten
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x
Anmerkung: Einheitsvektoren sind tangential zu ,, Koordinatenlinien* gerichtet.

z.B. bzgl. ¢.
z
e
/
/
- Yy

x
Koordinatenlinien bzgl. p: Radialstrahlen L z-Achse.
Koordinatenlinien bzgl. ¢: Kreise um z-Achse, Radius p.

Koordinatenlinien bzgl. z: Geraden, parallel zur z-Achse

¢ Ortsvektor:

» Einheitsvektoren: é,, &y, €,

dndern Richtung
mit ¢!

o Skalarfeld:
f(®) = f(p,9,2)

o Vektorfeld:
F(F) :Fp(pa(baz)'gp

+ F¢(p’ ¢,Z) )

+ Fz(pv (bvz) T €z

o Wegelement:

df =dp-€,+p-do-éy+dz-é,
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¢ Fldchenelemente:

A

dA, = p-do-dz-é,

dAy =dp-dz- &,

dds =p-dp-dé-é.
¢ Volumenelement:

dV =p-dp-d¢-dz

3) Kugelkoordinaten

z
A

T

Anmerkung: Koordinatenlinien bzgl 6:
Koordinatenlinien beziiglich r: Radialstahlen vom Ursprung aus.
Koordinatenlinien beziiglich #: Halbkreise um Ursprung, Radius r.

Koordinatenlinien beziiglich ¢: Kreise um z-Achse, Radius r sin 6.

¢ Ortsvektor:

rF=r-e

r= 1
0<r<oo
0<o<nm
0<op<2m

o Einheitsvektoren: €r, €y , €%
Richtung andert sich Richtung &ndert sich
mit # und ¢! mit ¢
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Skalarfeld:
f() = f(r,0,9)

Vektorfeld:

F(F) = F.(r,0,0) - &
+F0(T797¢) : €9
+F¢(Ta97¢) . €¢

o Wegelement:

dr =dr - é,
+T'd9-é:9
+7-sinf-d¢ - €y

o Fliachenelemente:

dfﬁ:rQ-sinG-dH-dqb-é}
dds =7 -sinf-dr-dé - &
dAs =r-dr-df - &

¢ Volumenelement:

dV =r?.sinf -dr-df - de

Skalarprodukt, Vektorprodukt

e Skalarprodukt:

—

A-B:=|A|-|B|-cos (A, B)
=B-A
= Ay By+ A, By + A, B,

Anmerkung: Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor entspricht einer Projektion.

F.é,=|F|-1-cosa=F,
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Insbesondere:
€r-€r=1
€y -y =1
€, e,=1
€y €y =0
€y € =
€, €, =0

(analog fiir €,, €4, €. und €, €, &)

NB:

E:': - € = Ey ist eine skalare Gleichung (E, = Ej).

E = Ej - €, ist eine vektorwertige Gleichung und entspricht drei Skalaren Gleichungen (E, = Ey, E, =
0,E,=0)

o Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

- AxBL1AB
— |Ax B| = |A|-|B|-sin Z(4, B)
— A, B, A x B bilden ein rechtshéndiges System (Bsp: €, x €, = €,).
— AxB=—(BxA4)
— Merkregel:
L € € €
A X B = Am Ay AZ
B, B, B,
=(Ay,-B,— A, -By)-é&+ (A, -By—A;-B;)-é,+ (A, - By — Ay - Bg) - €,
Insbesondere:
€y X €y =€,

€y X €, = €y
&, x &y =&,

€y X Ep =€y X €y =€, %xX€, =0

Analog fiir €,, €y, €, und €, €, €.

Blatt 1

Aufgabe 1

Koordinatentransformation
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_ 1
By =—-¢&
p
B 1
16 = —
“T
B 1
/x2+y2
€y =—sing €, +cosp- ey
Yy 2+ x N
= — ~e .e
/22 + 42 ® /22 + 42 v
Bi(f) = g [y 48]
1T7$2+y2 Y-ex :I"ey
. 1
b) BQ(T):; er
T reépty-e,t+z2-e,
T2 22 + 42 + 22
N 1 .
c) B3(7a) = 5 €rap
A0
R 1 1
[Vgl.FqQ:rﬂ_E'Q'Q'%'equ}
q

mit 7o = a - €, (Fa Aufpunkt, 7o Quellpunkt:)

z
A

L. L L _Tag
TAQ =TA — rQ7eTAQ - A0
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In kartesischen Koordinaten (allgemein):
FA=2A € +Ya-€+za-e,
TQ=2qQ € tyg € +2q e
TaQ = (x4 —2q) € + (ya —yq) - €y + (24 — 2Q) - €2

hi . - -
=24+ (ya—a) &tz
Achtung: Komponentenweise Subtraktion von Ortsvektoren ist nur in kartesischen Koordinaten erlaubt

(wegen konstanten Einheitsvektoren)
Beispiel Kugelkoordinaten:
77,4 =TA" é;A
TQ =TQ " €rg
€ra F €rg
Addition/Subtraktion von Vektorfeldern an einem eindeutigen Aufpunkt ist in allen drei Koordinatensys-

temen erlaubt (da Einheitsvektoren eindeutig). z.B.:

Fy(Fa) + Fo(Fa) = (Fip + Fay) - @,
+ (Fig + Fag) - €,

+ (Fig + Fhy) - €54

=N FAQ xA'€$+(yA_a)'g +Za'€z
BS(TA) =3 = 5 9 . 3/2
"AQ (% + (ya — a)? + za)
Aufgabe 2
Ort der Masse: 7= 1 =1- e
F,=F,. @
=-m-g- é’z

F y in Kugelkoordinaten:

1) Wegen €, L €y: €, - €, =0:

Fg7¢:Fg'€¢:0
~———

Projektion von FZ auf €3 Richtung

2) Fy, und Fyg: Zerlege
(Skizze)

€, =cosf-¢&. —sinf - €&y

Insgesamt:
ﬁg =—m-g-cosf-€.+m-g-sinf-éy
Fy’e

Fy

Zugkraft auf Stab:

Anmerkung:
F <0fﬁr0§9<g£z>0:sDruckkraft

Fl>0fi'1rﬁ§9<7r£z<0¢Zugkraft
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Drehmoment

—l-m-g-cosf)- (& x &)+(+l-m-g-sinf)- (& X &)
T/ 5‘/—/
&

l
=(-&)x(—m-g-cosf-& +m-g-sinf-éy)
(

E:l-m-g-sin@-é}b

Anmerkung: Der Betrag von L gibt die GroBe des Drehmoments an, die Richtung von L gibt die Drehachse an
(Drehsinn und L sind im ,Rechtsschraubensinn® verkniipft). (Skizze)

Aufgabe 3
a) (Skizze)

Q://ae(ﬁ)-dAmitdA:R~sin9-d¢-R-d9
A

dQ = 0.(0) - dA
/2 27
le//Jeo~cost9~R2sin9~d9-d¢
=0 ¢=0

w/2
=R% -0, 27" /cos@-sin@-d@

u = sin 6 0=0=u=0
du=cosf-dd 0=35=u=1

6=0
1
:RQ-UeO-Qﬂ'-/u-du
0

=R? . 0p-7
b) Qges :Q1+Q2

0
Q2:R2~27r~/u~du:fR2~oeo~7r
1

Qges =0
¢) Jetzt Raumladung p.(r)
R 7w 27
Qges = / / / pe(r) -dV
r=06=0 ¢=0
mit dV =r2 -sinf -d¢-df - dr
R ™ 2
Qges = p]e%o : /rs-dr- / sin @ - do - / do
r=0 9=0 $=0
—_— Y—— —
RT4 [~ cos 0]7=2 2
Pe0 .

R
= .T.Q.Qﬂ-:peO.R3.W

Einschub: Divergenz
Quelleneigenschaften eines Vektorfeldes, z.B. D

 integrale Aussage:

Q= # D-dA= Quellenstarke des Feldes im von H eingeschlossenem Gebiet
H

10
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o lokale Aussage:

-, 1
divD = lim

— - # D-dA | = Quellendichte des Feldes in einem Punkt ,Divergenz*
voo\ V
H

Berechnung in kartesischen Koordinaten:

infinitesimal kleiner Quader, Oberfliche H

z
A
Tz+dz
dy
1 dz
dx
Y y+dy
— — - Y
e 7:/ 777777 ///
T +dz AN .

Fluss aus dem Quader heraus: ¢f D-dA
H

1) Teilfliisse in z-Richtung (durch Vorder-und Riickseite)
i)

—dy - dz - é;

e

™y

dy-dz -

T

dA =dy-dz-&, (bei z + dz)
D~d/T:5(x+dz,y,z)~dy~dz~é’m
=D,(x+dz,y,2) -dy-dz

ii) dA = —dy-dz - &, (bei z)
D-dA = fl_)’(z,y,z)~dy~dz~é’m
= —DI((E,y,Z) : dy -dz

Beitrige i) und ii) zusammengefasst:
[Dz(x 4 dx,y, 2) — Dy(w,y,2)] - dy - dz
Taylor: Dy (z,y,2) + %Dz(z, y,z) - dx

0

-1 Zp ) cdu -
oz o(z,y,2) -da| - dy - dz
0

- 2D,
Ft dv

2) Analog Teilfliisse in y-Richtung: ... Beitrag

0

—D, -dV
oy Y

11
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3) Analog Teilfliisse in z-Richtung: ... Beitrag

0

—D, -dV
0z

Zusammenfassung;:

o 0 0 0
D-dA=|=—D —D —D, |-
# d (8:E $+8y y+8z Z) v
H

divD = lim i-#ﬁ-dl
H

v-oV
1 0 0 0
div D

Deutung (formal) als Skalarprodukt:

= 0 0 0
divD< €z+—-€y+—-€z>-(Dz-€I+Dy-€y+DZ-€Z)

or oy 0z

D
=V
»Nabla-Operator*
divD=V-D

Aufgabe 4

a) wegen Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse hier sinnvoll: Zylinderkoordinaten

Aufpunktsvektor: 74 = b- €,
Quellpunktvektor: 7o = a - €,, (abhingig von ¢q)

FAQ ZFA—FQ :b-é’z—a-é'pQ
(Quellengebiet: pg = a,0 < ¢g < 271,29 = 0)

b) Feldstirkebeitrag eines Ladungselements

dQ =qr - ds
x
A
; Z
de
Y
4F = 4@ .Tg‘_@
4dmeg TAQ

mit rag = |Fag| = V0% + a?, also
dQ b-€:—a-€,,

4dmeg /b2 + a23

dE

12
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(Anmerkung: dE hat keine ¢-Komponente)

Feldstirkebeitrag eines spiegelsymmetrisch zu d@Q angeordneten Ladungselements dQ’:

T
A
d@
dE’
1/ > > 2
b\A B dE’geS
dFE
Y
!
dQ 1

insgesamt folgt aus der Rotationssymmetrie der Anordnung:
E(0,0,b) = E.(0,0,b) - &,

E(0,0,b) = /dEZ(O,O,b) -E,

S
mit
d b
dE, = Q . 3
4meg /B2 + a2
und

dQ =¢qr -ds=¢qr-a-dég

2T
= qL b .
(7 a) 47 - 20 \/mg a / ¢Q€
$Q=0
&

2m
qL b-a .

20 VOE+aZ “
Andere Symmetrietiberlegung;:
« Annahme: E (0,0,b) hat auch eine Komponente | zur z-Achse, z.B. in y-Richtung:

xT
A

qr, = const

s

E

Y

s

+ Drehung um die z-Achse, z.B. um den Winkel —7 ergibt:

13
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Y

¢ Beobachtung
1) 4,7 = 27
9) B' 4 E
Widerspruch! = E (0,0,b) kann keine Komponene | zur z- Achse haben.
c) ,Fernfeld“: b>> a

qr. " b-a -

3 ¢
2~€0' \/a2+b2

—_———
VB2 = |p|3"2 %3
qr - a é»
2.0 02 7

Mit @ = 2ma - qr, (Gesamtladung der Linienladung)

E(0,0,b) =

E(0,0,b) ~

- b>a  qr-a-2T .
F0,0,0)) x —— -¢€,
(’,) 27("2'6()'1)2 €
Q R
=——— ., furb>0
4dreg - b2 =

entspricht dem Feld einer Punktladung @ im Ursprung.

Aufgabe 5
a)

> <L

dAg =dpg - pg - dog

’I"Q ¢Q

14
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dQ = o, - d4,
=0, -dpg - pg - dog
FQ = PQ ~5pQ (abh. von ¢Q)
TAa=0b-€,
FAQ:FAff’Q:b~é’prQ~é’pQ
Quellengebiet:
0<pg=<a
0<¢qg <2m
zg =10

b) E(0,0,b) // raQ
47r50r

PQ o= 0—/—/

D'Jl

Aus Rotatlonssymmetrle (vel Aufgabe 4) folgt:

£(0,0,b) = E.(0,0,b) - &
dE.(0,0,b) = dE(0,0,b) - &,

TAQ - €z 0c-pq - doq - dpg
0 4reg
———

(p2Q+ll:2)S/2

Die Teilintegration iiber ¢, ist trivial.

cb [ _pg-dog /
E.(0,0,b) = 4mo / 573 doq

PQ=0 (pé +b2 ¢Q 0
27r
Ansatz mit dem Ergebnis aus Aufgabe 4b, angewandt auf einen Kreisring mit dem Radius pg und der Breite
dpQ:
Y
A
dAQ = 27!'[)@ : dpQ
p
p
Z(J -
dQ = o, -dAg

15
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Anndherung durch ringférmige Linienladung mit dem Radius pg und dem Ladungsbelag dgy,

dQ = 0. - 2mpg - dpg E dqr, - 27pg
= dqr = oc - dpg
Ersetze in Aufgabe 4b:
E.(0,0,b) durch dE.(0,0,b)

qr durch dgqg,
a durch  pq
d b-
dE.(0,0,b) = & . o

2-g0 (024 )32

a

EZ(()’O,b):oe-b. / (PQ'dPQ

250 | WP
pP@=0
pQ=a
HinweisO'e'b 1
c) E.(0,0,b) = 5 = | 73
[T
@ pP@=0
E(0,0,b) = E(0,0,0) - &
O b 1 1 .
E [k g ]
2-g a2 +b2 b
—
:%,wg.b>0
Fernfeld: b > a
. oge-b 1 1
E b) = - | = 1{-¢é,
0.0.5) =52 — 41| ¢
(5) 1
——
a <1

oc-a’-m

:480'b2'ﬂ'.ez

mit Gesamtladung Q = o - 7 - a®
o Q o
E0,0,b) = —— -¢€,
(0,0,0) Ty 2 €

(auch hier ndherungsweise das Feld einer Punktladung @ im Ursprung)

Hausaufgabe: U-Blatt 2 Aufgabe 8
E-Feld einer kugelférmigen Raumladungsverteilung

Abgabe bis Dienstag, 16.11.2010, 14° in griinen Briefkasten gegeniiber Raum 213 (Seminarraum)

16
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Aufgabe 6

Pe —>

&t

a)  dQ=p.-dV

!
:pe~7ra2~dz:dae~7ra2

= doe = p - dz
Ersetzung im Ergebnis aus Aufgabe 5c¢)
E(0,0,b) durch dE(0,0,b)
Oe durch do.
b durch b—z
!
In Aufgabe 5¢): 5> 0
!
hier: b—2>0
!
b>c>z
doe - (b—2) 1 1 } s

dE(0,0,b) = =
(0.0.6) 2- g0 [ a2+(bfz)2+|b*2|
——

—_1
=35>0

+c
b) E(0,0,b) = / dE(0,0,b)

zZ=—C

:2?—60. <[ a2+(bfz)2rzc :+2C) - €,

(fiir b > ¢)
Das Ergebnis gilt nicht fir b < c.

Anmerkung: Ansatz fir 0 < b < ¢

17
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x
(o) | z
—c YT b c
Pe
c— b-C — b
bekanntes Problem: Aufpukt liegt Dieser
aulerhalb. Aber: Neues Koordina- Teilzylin-
tensystem mit Koordinatenursprung  der liefert
im Zylindermittelpunkt erforder- keinen
lich...—c,c, v Beitrag zu
E(0,0,b)
Blatt 2
Aufgabe 7
a)
dQ =o0. -1 -dx

+a b

dQ = o, -1-dz = dgy, - I
= dqr = 0. - dx

qr 1

b) Aus Vorlesung, fiir Linienladung in der z-Achse: E= Sees €p

18
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Ersetze: p durch b—=z
€, durch &,
qr, durch dgqg
E  durch dE

ap, — a1
2meg b—x
L d 1
dE = ~4L &,

271'50.1)—1:

a

¢) B(b,0,0) = / _

xT
b—=x

W atmk b

de n|r— .
— x—b dx dx

Oc r=aqa —

= |l=Inlz—0b|]]|_" -€

o[~ Info b, -
O —a—>b e

2meg a—b i

b>a Oe <a + b) -
= -1n cEg
2meg b—a

d) Fernfeld: b >>a, dh. § <1

. . A
Beoo =g n (i) =

ry () -p)] @

HINWEIS 0,

Sl RS

2meg
T

27T€0 b co
fur qr, = 2-a -0,

= Breite des
Streifens

Hausaufgabe 2:

Abgabe in griinen Briefkasten gegeniiber Raum 213 (Seminarraum) bis Diensttag, 23.11. 2010, 1

400

Aufgabe 8

Zerlegung der Kugel in Kreisscheiben mit der Dicke dz:

19



Marius Geis GGET III GGU Blatt 2

WS 2010/2011

>

Scheibenradius

R(z) = Va2 — 22
dV = nR*(z) - dz
—a<z<+a
dQ = p. - dV = p -7 - R*(2) - dz
< do. - TR?(2)
= doe = pe - dz (vgl. Aufgabe 6)

a) Mit dem Ergebnis aus Aufgabe 5¢) und Ersetzungen:

20
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E(0,0,b) durch dE(0,0,b)

Oe durch do,

a durch R(z)

b durch b—z
pe-dz
A~

dE(0,0,b) = 3% -{1— b-=z }-é;
2-¢g9 VR2(2) 4+ (b—2)?
a?2—22+4b2—2bz+22
:pe-dz.[l_ b—=z ].é,

2. g9 va?z + b2 —2bz -

a

a? — 2b?

b

) -\/a2+2ab+b2]
—_—————

|a+b|=(a-+b)

b) E(0,0,b) = / dE
= Pe b / [1b—z].dz
2-gp F va? + b2 —2bz
HINWEIS PeCz 1 a? —b? N/ =
= . R . b2 —2b
20 {Z 30 <Z b @t L,
_pe'gz
B 250
1 2 — 2p? 1
. {Qa—%- (a—i—aT) . a2—2ab+b2+%- (—a—i—
ja—bl=—(a—b)
_Pe'éz [ 1 2 2 2 2
= |20+ =5 - {(ab+a® —2b%) - (a —b) + (—ab+a® — 2b°) - (a +b)}
2'50 L 3b2
_pe'gz [ 1 2 3 2
—2—50 -2a+3ﬁ{_2ab —|—2a _4ab }:|
Pe- € | 6ab%  2a3
= . a — +_
%0 32 302
_ e @
3¢ b2 °
Mit Gesamtladung Q = 37a® - pe:
_ 47 1 1
E(0,0,b) = —a’pe - —— - 5 - €
(7 ) ) 3a‘p 477_50 b2 €
Q 1
=< ..z
dmeg b2

Entspricht fiir b > a dem Feld einer Punktladung @ im Ursprung. Aus der Kugelsymmetrie folgt:

E.(F) = Ex(r); Eg = 0,Ey =0

also

1

r2

Q

o 47T€0

(r=a)

21
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Aufgabe 9

€0

—

Liniendipolmoment: p7, = qr, - d = const

Bekannt: Feld einer Linienladung ¢y, in der z-Achse in Zylinderkoordinaten

@y

0 (= qar
Eo(r) = 2meq . ;

Hier: Zwei Linienladungen parallel zur z-Achse, um +a-€, verschoben — keine zylindersymmetrische Anordnung.
Zylinderkoordinaten sind hier ungeeignet.

Zunéchst Koordinatentransformation:

—

- a p-€ gL T €z + Y- €y
E — . — .
o(7) 2weg P2 2meg 2 4 9?2

Dann Verschiebung

1) qr bei x = a:

S g, (x—a) -8 +y-é
E(7) = .
1) 27eg (x —a)?+y?

2) —qr beiz = —a:

PO R
2 27eg (x+a)?+y?

— — —
— —

Superposition: Eges(7) = Eq(7) + Ea(F)

z-Komponente:

_w [ -0 @+a
2reg |[(x—a)?24+ 4?2  (z+a)?+y?

Eiges,2(T)

22
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mit Abkiirzungen:
(x —a)® +y* = pi
(z+a)* +y* = p3
w [@—a)-[z+a)?+y’—(x+a) [(z—0a)+y°
2meq P p3
2a —2a
—_— —
aw [(@—a)@ta) [(z+a)—(—a)]+y’ [(z—a)— (z+a)
2meq PP
qr (=
2meq pip

Eges,a; =

2 a2 —y?)- 2

mit pr =qr-d=gqr-2-a
L 1.2 _ aQ _ y2
2re0 P33
qr Y Y

Bges.y (1) = 21e0 |(x—a)2 +1y2  (z+a)?+ 12
w y ll@—a)?+y?—(z—a) -y’
2meq pips

qr. Y -4za
2me0 P23

b 2w

2me0  pips

Eges,:n =

Grenziibergang: d — 0 (d.h. @ — 0) ¢, — oo mit pr, = d - g, = const

lim p% =22+ y2

a—0
1i 2_ 2 2
am py =TT+ Y
Damit:
lim Fyon o (7) = L2 z® —y?
asogese\) = g (22 + y?)?
. o PL 2xy
1 E = .
a1—>H10 ges,y(r) 2o ($2 +y2)2

_pr (@7 —yP) &+ 2ay - E,
 27eg (22 +y?)?

E(7) m E_:geS(F)

=l
a—0

Aufgabe 10

,Ebenes Problem“: Keine Abhéngigkeit von z, keine z-Komponente.

Feldliniengleichung:

=

d5 || E in jedem Punkt der Feldlinie

E, By

dp ~ p-do
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(Hier: d5=dp-€,+ p-d¢ - €4 + dz—2-.
E:Ep-gp+E¢-g¢+M.)

a) Transformation von E(7) aus Aufgabe 9 in Zylinderkoordinaten. mit

T =p-Ccos¢
y=p-sing
€y =COS¢ €, —sing - €y

€y =sin¢- €, + cos¢- ey

= pr 1
E() = 27eq . E
[(p? cos? ¢ — p?sin? @) - (cosp - €, —sin¢ - €4) + 2p> cos psin g - (sin¢p - €, + cos ¢ - €,
P P P ¢ p ¢
mo1
2weg P2
. [(cos?’ ¢ —sin® ¢ cos ¢ + 2 cos ¢sin® @) - €, + (— cos® ¢psin ¢ + sin® ¢ + 2 cos® g sin ¢) - é:ﬁ}
1
= Qii T [(cos® ¢ + cos ¢ - sin? ¢) -€, + (sin® ¢ + cos® Ppsin @) €]
0
cos ¢+ (cos? m+sin? ¢)=cos ¢ sin ¢(sin? ¢+cos? ¢p)=sin ¢
pr 1 S o
= omen B [cos ¢ - €, +sin¢ - €y)

b) DGL (umgeformt):
dp _E, cos¢

p-do E(z,isinqﬁ
(fir p>0und 0 < ¢ < 27,0 # 7)

Trennung der Variablen:
dp cos¢ q

p sin ¢

=]

Mit ff(w) de =In|f(x)| + C gilt

Integration:

In <£> +Cy =1In|sing|+ Cy
Po

2~ Jsing| e
Lo

p=Ising|-¢“=C1 . pg
C

Entspricht einer parametrsischen Beschreibung der Feldlinien (jeder Feldlinie ist eine Konstante C' zugeord-
net).

p=C-|sing| (fir p>0und 0 < ¢ < 27, # 7)

c¢) Transformation in kartesische Koordinaten:

Vai+y?=0C-

o +y*=C-yl
zu zeigen: Diese Gleichung entspricht einer Kreisgleichung (22 + y'? = R?)
2 +y*—C-Jyl=0

2 2
z2+y20-|y|+<%) = (%) = R?

(ly1-£)?
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Also:
@® + (lyl - R)* = R?
= Kreisgleichung fiir Kreise mit dem Radius R und dem Mittel-
punktskoordinaten zp; = 0 und |yp| = R < yp = £R
Y
A
. - T
Pl
Anmerkung: Die Feldlinien sind nicht geschlossen, sondern beginnen bei z = +0 und enden bei z = —0.
rot £ = 0 ist erfiillt.
Aufgabe 11
z
A
A
| {
= dA=dA-¢,
I a
Y
a) Gesucht:

W://ﬁ'dﬂ
A

Wegen der Geometrie der Fliche A am einfachsten: Berechung des Integrals in kartesischen Koordinaten.
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Integrationsgebiet: x = a,0 <y < a,0< 2z < a.

dA=dy-dz-é,

Bp=L. T _Q zéty&tzé
Cdm o3 Am (22 4 y? 4 22)3/2

AV =D-dA= D-é& -dy-dz
N——

Dm(z:a,y,z)
Q a a a
U= <. dz - d
4 (a? + y? + 22)3/2 o
y=02=0

2. Hinweis mit x ersetzt durch z, B? ersetzt durch (a? 4 y?)

a

v [

y=0

z=a
z

(a2 +y2) - /a2 +y2 + 22

2=0

y=a
1

2
= .a . dy
4m /0 (a2 + y2) - /202 + 42
y:

3. Hinweis mit = ersetzt durch y, 22 ersetzt durch y?:

v Q 5 1 " Y- y2 + 2a2 y=a
=—.q° | —5 -arctan | —~"———
47 2a2 a?
y

=0
= Q [arctan <@> - arctan(O)}

2

8 a —_—
N , =0
V3
1. Hinweis: =%
Q
U=
24
b)
Wegen der Kugelsymmetrie von D(7) (w.a. Rotationssymmetrie bzgl. der z-/y-/z-Achse) wird jeder Quadrant
jeder der sechs Wiirfelseiten vom gleichen Fluss ¥ durchsetzt.
24 0
Woes = i_zlllfi mit ¥, = EYR also
\I/ges = Q
Aufgabe 12

a) Zu Aufgabe 8: Kugelf6rmige, homogene Raumladungsverteilung p. mit Radius a

Gesucht: D(7) bzw. E(F) fiir |7] > a d.h. drei skalare Unbekannte.
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Ansatz:

# D-dA = /// pe - dV = eine skalare Gleichung
H

\%4

und Symmetrietiberlegungen

pe(7) ist konstant, d.h. kugelsymmetrisch (gilt allgemein auch fir p, = pe(r))

= D(7) muss auch kugelsymmetrisch sein.

Dy = 0,Dy = 0, D,(F) = D,(r), also D(7) = D,(r) - & (nur noch eine skalare Unbekannte)

Geeignete Hiillfldche

= D | dA und D, = const (wegen r = const in H)

#ﬁ-dg:#Dr(r)-dA:DT(r)-#dfl

Zu Aufgabe 11

H
——

4mr?

4
- Qein - _7Ta3 * Pe

3
ag " Pe
3r2

3

o 3'60'7’2

(el. Fluss ¥4 durch Flache A).

1 )
— - D,(r)- & %-é}fﬁrTZa

Uy = D.dd  mzetiegs g,
Hwirto |D(2,y,2)|-dA-cosa
!
= Qein - Q
Q
lso Uy = =
also W4y 21

b) Feld der Kugelformigen Raumladungsverteilung p, = const fir |7] < a:
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z
# D -dA = D,(r) - 471* wie zuvor
H
4
v = e
v
= Dy(r) = P2~ und
= pe T — . —
E(r) = e fir [rl < a
()= 5" &, fr |7
Zusammenfassung
a
a-pe
3-€0 T -~ |

‘ 1
N\

~T I
} -7
a

z
A
Y

Symmetrie: Die Ladungsverteilung und damit die elektrische Flussdichte ﬁ(F) sind

> T

o invariant beziiglich einer Rotation um die z-Achse (und jeder zur z-Achse parallelen Achse)

=D,=0,D,=0

o invariant bezliglich einer Verschiebung in z- oder y-Richtung

= D.(F) = D.(2) # D(x,y)
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o symmetrisch zur z-y-Ebene
= D,(—z) = —D,(z) (ungerade Funktion)

Also D(7) = D,(z) - &,
GauBlscher Satz der Elektrostatik, angewendet auf eine quaderformige Hiillfldche

Ay = a?
“+2zo / 0

—Z0

H: Einhiillende eines Quaders mit

oo
VARVANRVAN
N ey
INIAIA

SIS

|
N
S
N
S

« Seitenfliichen D L dA (wg. dA || &, oder dA || €y) = D -dA =0, kein Beitrag zum Hiillflichenintegral

o Deckel:
dA=dA- e,
D = D.(z) - & = const
D-A=D,(z)- dA
e Boden

= Qein = 0c - Ap fiir beliebige zg > 0

Insgesamt
= % e, , fir z >0
—%.¢, ,firz<0
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-2
Vgl. idealer Plattenkondensator:
A
0-(3
mit o, = %.
D,
A
_Te
2
Dz,ges
z
Oe
e 1
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vl

> N

/]

Symmetrie: Die Ladungsverteilung und die elektrische Flussdichte D sind

o invariant bzgl. einer Drehung um 7 (180°) um die z-Achse und die y-Achse
=Dy=0,D,=0

¢ invariant bzgl. einer beliebigen Drehung um die z-Achse
= Dy (7) # Dp(¢)

o invariant bzgl. einer Verschiebung in z-Richtung
= Dy(7) # Dp(2)

Zusammenfassung;:
D(7) = Dy(p) - &

(zylindrisches Radialfeld)
Geeignete Hillflache: Zylinder um die z-Achse mit einer Hohe h und dem Radius p
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v

« Deckel und Boden: dA || &, dA L D, also D - dA = 0 (kein Beitrag zum Integral)
e Zylindermantel: d4 = dA - é, | D

— —

D-dA= D,(p) -dA
——

const wg. p = const

#ﬁ.dlz // D,(p)-dA = D,(p) - // dA

AMantel AMantel
=D,(p)-2mp-h
! . pe-h-m-p? firp<a
= Qein = ///Pe(T) -dV = 9 .
pe-h-m-a fir p > a
v

oo . 1 . P fir p<a
D(T)DP(P)'epipe'eﬂ'{ﬁ fiir p>a
P

D,
A
: - p
a
Aufgabe 13
Elektrostatisches Potential allgemein:
P
we(P)=p. (P) - / E - d§ entlang beliebiger Kurve zwischen Py und P

~—
Bezugspunkt Py

——
Bezugspotential (meist ¢ (Py) = 0)
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Elektrische Feldstirke aus Aufabe 8,12 a/b:

a) d§a¥'dr-é}+ r-df-€ +r-sinf-de- €y

und wegen E || €. hier nicht benétigt
Hier:
E-d5= E.(r) - dr(— gewdhnliches Integral)
e () = ¢(r) kugelsymmetrisches Potential
Py im Urpsrung = 19 = 0, p.(r =0)=0
Also:

T

Pe(r) = pe(r =0) — / E.(r') - dr’
N—

=0 r’=0

(i) innen, 0 <r <a

2a
r’'=0
(if) auflen, a < r < 00
we(r) =p(r=0)— / E.(r") - dr’ — / E.(r")dr
r'=0 r'=a
=pe(r=a)
Er,max 2 / 2 /
= - 24 Er,max TTQ -dr
s :(l/
B
E’l" max 1
pe(r) = 27—a. {a2+2-a3~;2a2]
E
_ r,max 22 _ 3 3
2a { r “ }
Zusammenfassung: 0 < r < 0o
(r) Pe —r? 0<r<a
o(r) = . .
14 6-¢eo 2-“73—3a2 a<r<oo
b) E(7) = — grad ¢ (7)
mit
Ope 1 Ope 1 Ope
dy, = e & — s
srady ar © Jrr 86 " i sing o ce
=0 "
= =0
=0
—'(_,) Pe —%(TQ) 0<r<a
r)=— T
6-eo %(~§—3a2) a<r<oo
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c) Jetzt ro = a,p.(r=a) =0

(i) innen, 0 <r < a:

r
r'=a
——
a2 [—1+1]
E 3
_ r,max 2.2 _94
2a { r }

Zusammenfassung: 0 < r < oo:

Pe a? —r? 0<r<a
(‘06(7«): . .

3
6-¢co 2~“772a2 a<r<oo

Jetzt ro — oo

(i) auBen: a < r < o0

©e(1) = Pe(r — 0) — /E -dr’
————

=0 r’=00

o9

a

= _Er,max : / TTQ -dr’
r’'=oc0

2 E max 3
— By - [“__0} _ Zrmax o0
’ T 2a r

(ii) innen, 0 <r <a

Pe(r) = pe(r — o0) /E dr—/E

r'=a

p(r=a)="5mex 902
:M.QQQ, Ermax - / T_.dr’
2a J a

[T —a?]
= %- [2@2—r2+a2}
_ Erér;lax ) [3&2 _ Tg}

Zusammenfassung, 0 < r < 0o

Pe(r) =

Pe 3a2—1r2 0<r<a
6eg 2‘173 a<r<oo
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+3 -
+2 4

+1 «\

Hausaufgabe zu GGET III fiir Di, 14.12.2010, 14%°:
Ubungs-Blatt 4, Aufgabe 21 (Plattenkondensator -widerstand)

Blatt 3
Aufgabe 14
z
Qe Y
/
T
—Qe
a) r = |ri],r2 = |7
+ 1
Ye1(r1) = @ c— T+ Pel,0
47T€() 1 N——
fiir 71 —o00
— 1
Ye2(r2) = @ c— Tt Pe2,00
47T€() T2 N——

flir ro— o0

Anmerkung: Gleicher Bezugspunkt fiir ¢e1, @e2 und @, sinnvoll

Hier: Pel,co = Pe2,00 = Pe,00 = 0
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Superposition:
Pe(r1,7m2) = e1(r1) + @ea(ra)

Pe(r1,m2) = Q. (l - i)

47T€0 T1 T2
.11
b) Ersetze r1,r2 (genauer: o E) durch r4,604.

Kosinussatz: ¢ = a® + b — 2abcosy

(M]ISH
ﬂ
\,_.

d\? d
r? = 5) +r?4—2-§-rA-COSHA
1 1 1

1 d
- +1——-cosfy
4. X7y I

RS
<<l

TA
T2
T —04
d
2

d\? d
ry = (5) +T?4—2-§-TA-COS(F—9A)

=—cosfa
11 1
T2 o TA
1 d
- + 14+ — -cosfy
4.Xry A
<<
Néherungen: ‘
1 1 1d
—~—- (1—|— ——COSGA)
1 Ta 2ra
1 1 1d
— o~ — (1 - ——cosHA)
) TA 214
fir 4 <1
A
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¢) Dipolmoment: p = @ - d = const
bzw. pP=Q -d- €, = const

1 1 d 1 d
Ve(ra,l4) = @ 1 14+ =--— -cosfsg—14+=--—-cosfy
dmeg T4 2 ra 2 ry
Q d 0
= - — + COS
dmeg T4 A
p_ 1 . d
= - — -cosfy (fir — <1
Ty 72 cos B4 (fiir o < 1)
Punktdipol: d — 0,p = const
p
ep(ra,04) = —2— - 5 -cos0
#en(ra,0a) dreg 14 cosva

Anmerkung: Dieser Ausdruck gilt nur fir p'=p- €,

Verallgemeinerung (mit €, -€,., = cos 4 kann p-cos 6 4 als Skalarprodukt gedeutet werden: p-€,., = p-cosfy4).
Poéra L _ P Ta

dreg 1Y dmey T

PeD (FA) =

d) (In Folgendem: 7 anstatt 74 )

ED(fj = — grad @.p(7)

o ar%D Ty 899061) 0 L sing quweD ¢

—p [ 5 cosf® _ sinf _ =0

- dreg PR R
1
=+47]:€0-T—B-[2C059-€T+Sine-€9]

Vergleich der r-Abhéngigkeiten:

1 _
PeD ™~ T_2 ) |ED| ~ ﬁ
Punktladung:
1 ~ 1
e ™~ — ) El~—
¥ r | | r2
Aufgabe 15
a)
z

/|

Zylindersymmetrie — Ay, = —£¢ in Zylinderkoordinaten mit ¢ (7) = @ (p)

1 9 e 1 e, 0.
A‘pe_'a_<p' % >+_2' a; + G
p Op P P
=0 =0 wegen Symmetrie
1 0 < &pe) L fir0<p<a
Ape=—-oo(p 5~ =9, ° .
p Op ap 0 fiira<p<oo
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b)

(i) innen, 0 < p < a:

1 0 0
——|p- Pe) = — P — const (Poisson-Gl.)
p Op dp €
tir p>0 O ([ Ope __Pe
ap P op e P
1. Integration
.%&./pdp&.pjw
ap € e 2 !
fing>0 Ope _ _pe p C1
dp e 2 Jo
—~—
——E,

Hier: E iiberall stetig, d.h. auch fiir p — 0 gilt |E| < oo = Cy = 0.

Anmerkung: Cy # 0 wéire moglich, wenn sich in der z-Achse seine Linienladung befiande. E wire dann
nicht stetig.

Also:
e Pe
dp 2 P ()
2. Integration:
Pe = _% ' P2 + 02
€
Mit Bezugspunkt pg = 0 und @.(p = po) =0
= (Cy=0
Also
we(p) = —% - p? fiir 0 < p < a stetige Ergénzung fiir p = 0
3

auen, a < p < o0

1 9 Ope
- = <p~ i) = 0 (Laplace-Gl.)
p Op dp
a a a e
p><:>>0 2, 2 —0
dp dp
1. Integration
Ipe
) -C
Jp s
5@@ _ 03
dp p
—E, stetig bei p = a
Dpe
lim 22¢ L g aus (%)
p—a+0 ap p—a—0 P
Cs Pe
—_— = ——.q
a 2¢e
Pe
& C03=——"
3 2¢e “
dpe _ pe a®
dp 2
E

Anmerkung: Ein Sprung von E, wire moglich, falls bei p = a eine Flichenladung o. oder ein Sprung
der Permittivitit ¢ vorlédge.
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2. Integration: . stetig bei p =0

P
2
a
Pe(p) = pe(p =a) — / ﬁ'—,'dp’

Aufgabe 16

—qL qL

P
a
)fﬁra<p<oo

i3

a) Potential einer Linienladung in der z-Achse:

L _ =) -2 (£
() = pe(p) = pelp = po) ome <po>

p = Abstand des Bezugspunktes von der Linienladung

Hier:
qrL P1
Pe1(p1) il
qrL P2
14 2(/)2) +27r50 . a

Pe(p1, p2) = Pe1(p1) + pe(p2)

qL P2 P1

()0 ()]
2me a a
qr (pz)

= Lo (2
2me P1

b) Aquipotentialfliichen:

!
@e(p1, p2) = const

< In (&) = const
P1
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In ist streng monoton wachsend

@ﬁ =: k = const
P1
2
und k% = <@> = const
P1
Y

A

YA T """
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

: (®) | . > T
—a Pad TA G

pi=(za—a)l+y%,p3=(xa+0a)’+y3

2 2 | .2
K = p_g _(@ata)t+ys a)2 + y124 = const
pi (za—a)®+yj

(a+a)? +yi =k (za—a)’ +k -y}
e +2zaa+a® +yi — k- (2% —2zaa+a®) —k* 45 =0
st (1—k)4+224-a-1+E) +a® (1—-k)+95-1-k*)=0
alls 12 14 k2
flléc>¢1$?4+1i—k2'2'a'xA+a2+yz24:0
SN——
= —2-x

14k E2+1
0 = —1Hza=1rga

Quadratische Ergénzung:
24 —2- 20 1A+ x5+ 0 +yh =2l
Sz —x0) +y4 =25 —a* = R?
—_———

vgl. KGU
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mit

k2 -1

K2 +1)%2 — (k2 -1)2
_ 2
- R e
W,
RGERE

4k2 2.k

— a2 =-_—- " .
=\ T

e) (d) ergab eine Gleichung fiir Kreise in der z-y-Ebene mit dem Radius R und dem Mittelpunkt xy; = xg, ypr =
0
Yy

zo <0 x9 >0

Mit k := ﬁ—f und pz > 0, p1 > 0 gilt:

e k>0
e R>0
o g >0 falls kK > 1 (d.h. pa > p1, ,rechter Halbraum®)
o xp <0 falls k <1 (d.h. p2 < p1, ,linker Halbraum*)
Die Kreise entsprechen Schnittlinien der Aquipotentialflichen mit der 2-y-Ebene. Die Aquipotentialflichen
sind zur z-Achse achsenparallele Zylinderfldchen.
)

A
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Sonderfall kK = 1 < p; = p2 beschreibt alle Punkte in der y-z-Ebene (£ Symmetrieebene der Ladungsvertei-
lung).

Blatt 4
Aufgabe 17
Y
€0 ‘
U12
— - - -
_ R — + R +
® + +—
—Z0 < Zo
— - - -
— — + +
- +

Gesucht: ¢.(74) im Losungsgebiet zwischen den Zylindern.

Ansatz: Erstazladungsverteilung, die im Losungsgebiet das gleiche elektrostatische Feld erzeugt. (Dazu miissen
die Randbedingungen und im Losungsgebiet Ay, = 0 erfiillt sein.)

a) Aus Aufgabe 16: Aquipotentialflichen zweier paralleler Linienladungen +qr, bei = 4-a sind Zylinderfliichen:
(x4 —20)* +y4 = R®

mit
k2 +1 2k P2
=—— - aR=—— a,k=—=>0
R R k2—1 “" T o
k>1<x9>0, k<l&eap<0

bekannt: xg, R
gesucht: k1, k2(, a)

(i) rechter Zylinder: k; > 1

k¥ +1
xozk%71.a>0
2k
R = .
o1

(ii) linker Zylinder: ko < 1

—xozzg+i-a>0
2.k
R= g7
Aus (i):
zo _ ki+1
R~ 2k
@k%ﬂ.x—]s.klﬂzo (quadratische GL.)
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Aus (ii):

. (gleiche quadr. Gl.)

Zo o\ 2 +4=
fio= "2 4 (—) —1 "o
27 R R ( ) >

3. Binomische Formel liefert:

ot () [ -

Anmerkung: Definition aus Aufgabe 15, R? := 22 — a? liefert

a=/z3 — R?
Ersatzladung:
Y
€0
—qL +qr
+—o (® *— x
—x0 @ z a xo

b) Aus Aufgabe 16:

s qrL P2

(7) = In ([ 2) = . (k

Pe(T) ey n(pl) ve(k)
=k

Uiz = (Pe(kl) - ‘Pe(kQ)

g [In(k) —Inks) |

1
k1

2-In(k1)

Urs = L 1n(ky)
T-&0

(507

Anmerkung: . (k2) = —@.(k1). Diese Symmetrie folgt aus der Wahl des Bezugspunktes in der z-Achse.

Zylinderladung pro Lange Al:
+AQ = +qr, - Al, ergibt sich mit dem Gauflschen Satz.

Originalanordnung:
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H: Zylinder
y mit Léange [ %’ gleiches H
I // + + + \\\ // \\\
B} / v R +qL ! +qr |
" T a ' a &
— \\ + -+ /I \\ /
7 \\ + + + // \\ //

Gleiches D-Feld im Losungsgebiet, gleiches H = gleiches Qein-

(Anmerkung: Innerhalb des Zylinderleiters entspricht D nicht der Ersatzladung, aber Deckel und Bodenfla-
chen von H liefern keinen Beitrag zu [[ D - dA.)
H

5 or=AC_ A

— _ qL
Al B U12 - Al o T o\ 2
2o (% +/(3)7 1)
T-€0
2
In (Z—é) + (l—ﬁ) - 1)
Aufgabe 18
E
Pe = U
Y v Y Do = 0
/ /
Céeite ]/3<)den Céeite

a) Naherung:

'~ C]/?)oden +2- Céeite
w-Al 1
h Al
F
ZET-E()-E :56,7p—
h m

!
C’Boden =E&r-€o-

Cl it entspricht einem Winkelkondensator (vgl. Vorlesung/Hausaufgabe) mit o =

s
2
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u

Eseite = — *€p

3P

Dseite = €0 - €r - Eseite

AC?Seite = // ﬁSeite ' d/_l’
H

h+d U 1
/( Er-€0- ? ; _'¢ (*Aldpé}b)
p=h
=g,-&p- - Al - ln(h;: )
AQSElte 2 h+d
!
- —e, 2o (22
Cseie = o pp — v 0 o=
F
— 1562
m

F
C'= C'}/E»Oden +2- Céeite =88 %

(wegen Vernachlissigung von Feldanteilen: Abschitzung nach unten.)

Q

(Abschétzung von C’ nach oben!)
Aus Aufgabe 17¢) bekannt:

CY,, zwischen Zylinderleitern mit Achsenabstand 2 - z.

Gesucht: C%,; zwischen einem Zylinderleiter und einer leitenden Ebene.

45



Marius Geis GGET III GGU Blatt 4 WS 2010/2011

A
A / !
Cyz CzE Cze
[ [

—X0 Zo —X0 Zo

C', , entspricht Serienschaltung zweier C7 .

1
Cyy = §C/ZE & Oyp=2-Cyy

Hier:
Yy
74
X
o = h + %
Damit:
— =2—-+1
R~ 2 ~“a”
Ol =2
In [(23 +1) + /(28 + 1) - 1}
F
—126 2%
m
=2 Céeite

¢) Insgesammt: O = Chqon + Oy = 183 25
Anmerkung: Das Feld der Ersatzladung wird nicht exakt modelliert:
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F-m e ==
F--=-==-»

zu (a) Ergianzung:

Der vernachléssigte Anteil der Leiterkanten kann zu je Cj =0,8"¢¢ - €, abgeschétzt werden. Damit:

ante
! !
Ckorrigiert =C"+2- Oa 8- €0 Er

P F P
=88 157 — s
m m m

Ubungsklausur (Midterm):

o Freitag, 14.01.2011, 18:30 - 19:30 Uhr (60 min)
e 3, Aufgaben, Themen bis einschliellich Durchflutungsgesetz

o Horsaalverteilung wird noch bekannt gegeben

Abgabe der neuen Hausaufgabe bis Di 11.01.2011, 14°,

47



Marius Geis GGET III GGU Blatt 4

WS 2010/2011

Aufgabe 20

Er

Gesucht: Kraft auf das Dielektrikum

a) Parallelschaltung zweier Kondensatoren (mit/ohne Dielektrikum):

Gy =g LU L
ZEO.Z-[Z—F(ET—l)-h]
d
1
Wo(h) = 203 - €'

AQ
U
Ah §>l ’
777777777777 AQ
Mit hl :h, h2:h+Ah
AQ = Q(h2) — Q(h1)
= Q(h+ Ah) = Q(h)
y
:U0~€OT~(5T—1)~Ah
AWo =Up-AQ =122 (e, —1). Ah
—— d

Quelle

b) Energiebilanz des Systems mit zwei Energiespeichern, Kondensator und Spannungsquelle.

- / F.ds
vorher
——

Wiech

(We + Wq) = (We + Wq)

nachher
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F: Kraft, die durch das elektrische Feld auf das Dielektrikum ausgeiibt wird.

We(h+ Ah) + WQ(h + Ah) = We(h) + WQ(h) — Whech
—_— ——

:WQ(h)*AWQ
Wineeh = 7WC(h + Ah) =+ Wc(h) +AWQ
—AWe
B BTN }—AW
— 5% d Er C
1
+ U§~€OT~(5T71)-Ah }AWQ
—E vzl e Z1).ans0
Tyt Ty

Anmerkung: Auch AW¢g > 0.

c¢) Kraft auf das Dielektrikum (vgl. Prinzip der virtuellen Verschiebung)

A Welektr Wmech

F==""An =" an
:%-UOQ-EOT.Z-(ET—D
) Dl

Anmerkung: Tatséchlich ist E nicht homogen und verlduft nicht iiberall senkrecht zu den Platten:

T

&

Dlo

&
oL
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Blatt 5

Aufgabe 23

Randwertproblem mit Ladungsverteilung
Gesucht: E-Feld (im Folgenden wird nur ¢, betrachtet.)
Ansatz: Zerlegung des Problems in einfachere Teilprobleme. Anschliefend Superposition der Teillosungen.

Allgemein: Falls im Losungsgebiet gilt

Aper = ~ Pl ind ©e1,Rand bekannt
€
sowie
Pe2
A‘PeQ = — und Pe2,Rand bekannt,
€
dann gilt auch fir g, = @e1 + @e2:
Jr
A‘Pe = A(‘Pel + 8062) = *%

und

Pe,Rand = Pel,Rand + Pe2,Rand

a) 1. Teilproblem: ¢.; = 0 auf dem gesamten Rand, ¢z, bei x = y = a.

Losung mit Spiegelungsprinzip

GH ELZE (@ . E)

P11 P3
mit
p1=1/(za —a)? + (ya — a)?
p2 = \/(36,4 +a)?2+ (ya —a)?
etc.

Probe bzgl. der Randbedingungen:

In der z-z-Ebene gilt p1 = pg und ps = p3 also pe1 = 2qL -In (@ . &) =0
TEQ

In der y-z-Ebene gilt p1 = p2 und p3 = p4 also Y1 = 2qL -In (@ . &) =0
TEQ
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b) 2. Teilproblem:
pe2 = 0 in der x-z-Ebene fiir x > 0
pe2 = U in der y-z-Ebene fir y > 0
Ao = 0 im Losungsgebiet

(Anmerkung: ¥e Rand = ¥e1,Rand + Pe2,Rand ist erfiillt.)
s

vgl. Aufgabe zum Winkelkondensator, hier o = 7.

perlia) =U- P4 .2 24
5 ™

; U

By(ia) = —2- é

( 2(7a) — e¢A)

Ve(Fa) = Ye1(Fa) + @e2(Fa) = ...

—

E(7a) = —grad @.(74)

LX) = o(L —+
Aufgabe 24
a)
)
/A
_1
g = > >0
o — 00
E = g —0
o — 00 Innerhalb der Elektroden
e =0
e =10

analoges elektrostatisches Feld: J = 0, F = g (da statisch)
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vgl. Aufgabe 17 g Zo 2
y Ve Augabe 1T 20 (—) 1
! r VR
b b\?
RO
a a
Ersatzanordnung:
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Y
A
°
P2 P1
—qL qr
& o) ® > X
_d e d
2 2
zu bestimmen: ¢q7 und d
. qrL
U=0p.k1)=—=— -Ink
() pelhn) = 2 n(ky)
o B 2me - U
= k)
(ii) Aus Aufabe 16:
a =/22 — R?
dort Koordinate der
Linienladung qr,
Hier:
d 2
— =1/x3 — R%2 =2 —a?
9 0
() = 2 <P2A)
¢ 2meg p1A
()
= n _
hl(kl) P1A
mit

A

pra = A=y +Ya
A

-Z’A+§ + Y

J=0FE mit E = — grad ¢, = ... oder mithilfe von Aufgabe 9 zum Liniendipol (dort Abstand der Linienla-
dungen 2a, hier d).

P2A
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2
g (B @ )
B, (7 :2 ) 2 2
TEO P14 P24
2
B ECEORTE.
(k) P%A ’ P%A

. U 2-$A-y,4-d
E = :
v(Fa) In(k1)  pia-pia

- U-d 1 d\?
J:o‘. . . .T2_(_) _y2 €m+2$AyA€
In(k1)  pia-p3a l( 4\2 4 !

c)
r= // Joad
Zylindermantel
um den Zylinder-
leiter, Lange [
Einfacher:
I'=U-G=U- %e Leitwert eines Abschnitts der Léange [
(vgl. Aufgabe 18Db))
2me
' =
ln(kl)
c C-l €
el C-R . also
GI — g . Cl
€
r-v.¢-v.2.00=—Y o
g ln(kl)
Aufgabe 26

a) Beschleunigung zwischen den Gittern bedeutet Unwandlung potentieller Energie in kinetische:

—€ (Sﬁe,links - Sﬁe,rechts) = —€- (7U)

2eU
vg =4 —
mo

170100'51

b) Lorentzkraft F, fiir t = +0:

—

FO = —€- (170 X éo)
= 76"00'B0'(€z ng)
=—g,

:e~v0-B0~é'y

c) Es gilt stets ﬁm 1 ¥ und damit dWieen, = ﬁm -ds = ﬁm - v - dt = 0. Das Elektron kann keine kinetische
Energie aus dem Magnetfeld gewinnen oder an das Magnetfeld abgeben, d.h. |0] = const. Damit ist auch
|Eon| = €+ || - | Bo| = const = konstante Zentripetalkraft |F|.
= Die Flugbahn entspricht einem Kreisbogen. Gesucht: Radius R.

1= g
|Fe|:|Fm|<:>mO'E:e'UO'BO
mo - Vo

€'B0

< R=

o4
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V] -——m—

ST

~
=}

d) Austritt aus dem Magnetfeld bei
z=0,y=2R

Austrittsgeschwindigkeit:

R . 2eU
1=V ="\ "€z
mo

Flugzeit im Magnetfeld:

T R m-mg
tlz = —
Vo €'B0

1 2
e) Wkin,l = Wkin,O = §m0 “Vy = eU

Aufgabe 27

Gleichung (4.5.48) aus dem Vorlesungsumdruck mit

a) Definition der Feldlinie:
d5|| H = d§x H =0
(Hier ebenes Problem — H, = 0)

A5 x dH = (dz - &, + dy - &,) x (Hy - & + Hy - &,)

= (dz-H, —dy-H,) & =0
=dr-Hy=dy - H,
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b)
f1(y) f5(v)
1 1 /Z\y /Z\y
Hydy=—— - [ (1, +1y d
/ YT o 2/< (x+aZ+y® (m—a>2+y2) Y
fi(y) J2(y)
1

= [h et a? 12+ R lnf@ -0 447+ o
—_— T ——

p% 2-1n pa

2-In p1

1 Tr+a r—a
Hydr=— | (. —22% 4. 2- % )4
/ y & 2 /(1 (ac—l—a)Q—i—yQJr 2 (x—a)2+y2> .
1

25[1121Dp1+1221np2]+02

Oé/Hy-dz—/HI-dy
1

[Il221np1+12221np2]+02—01
C
=C3

Aus (a):

" ar

03:%'[11'111[)1 + I - In po]
1. Fall: 1 =1, =1>0:
Cy=7-C3=1-[lnp; +1nps]
=1 -In(p1 - p2)

<[ 2= cons]

2. Fall: I; = —I5 = const >0

Cy=I-[lnpy —Inpy]=17-In (&)
P2

= PL _ const (vegl. Aufgabe 16)

P2

p1 - p2 = const (Cassinische Kurve)

'Z—; = const (Appolonische Kreise)

Aufgabe 28

Leiterschleife
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sina - (—€y) COS (v - €y
PRy

a) Magnetisches Moment der Leiterschleife:

-1 (—sina- € +cosa-éy) x (B - &)

-1 -Bg-cosa-€,

L.

b) L.=0< cosa=0

also (fir 0 < v < 2m): o = 5,02 = 3

2

a7 a9:
Y

e}

su]

o7
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labiles Gleichgewicht

stabiles Gleichgewicht

Anmerkung: Der Bezugssinn von « ist mit dem Bezugssinn von L, im Rechtsschraubensinn verkniipft. Dann
ist ein stabiles Gleichgewicht gegeben, falls

d
L.(o) =0 und aLz(a) <0

(Eine kleine Auslenkugn A« bewirkt eine der Auslenkung entgegengerichtetes Drehmoment).

m
m
stabil labil
d b-h
@LZ(O[) = +T I BO'SiHO[
>0

e sina; =1 > 0 — labiles Gleichgewicht
e sinay = —1 < 0 — stabiles Gleichgewicht

¢) Jetzt B # const, d.h. der Ansatz L = i x B ist nicht méglich.
Stattdessen:

1) Unterteilung der Leiterschleife in Wegelemente ds,

2) Bestimmung der Lorentzkrafte
dF, =1-d§x B
3) Bestimmung der Betrige

dL = 7 xdF,
~~

Hebelarm

4) Integration

f:y&m

Schleife
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Hier interessiert nur L, d.h. Vereinfachung der Rechnung mdoglich:

zu (3): Hebelarm 7= p - €, 4+ z - €;. (vom Ursprung zum Wegelement d5)

AL = (p- &)+ 2-8.) X (Fmp - €yt AFpg - &5+ AFps - E2)
...+p~dFm7¢~(€pX5¢)+...
—_———

€z

einziger Beitrag in z-Richtung
sz =pP- dFm@

Nur dF,,¢ interessiert

zu (2): Aus der Schleifengeometrie ergibt sich:

ds=(dp-€,+dz-¢€)
Aus B || &, ergibt sich:
B=(B, &+ By &)
d5x B=...+dzx B, (€. x &)
—

€o

einziger Beitrag in ¢-Richtung

dFp=1-B,-dz

(i@

= Nur B, interessiert, nur Schleifensegmente mit dz # 0 tragen zu L. bei.

= Das Schleifensegment in der z-y-Ebene liefert keinen Beitrag.

d)
B =Bo- (1+7) &

= By - (1—1—%) -(cos¢- €, —sing - &)

B,(7) = B,(z,¢) = By - (1 n %) cos ¢
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«

Segment (1):
o=a+mw
cos ¢ = cos(a + )
=—cosa
Segment (2):
o=a
COS ¢ = cos
dF,¢ =1-B,(z,¢)-dz

:I~B0~(1+%)~cos¢~dz

dL, = p(z) - dF e
mit
b z
o2 =5(1-7)
fiir Segment (1) und (2)

dLZ:I-g-COS¢.(1_E).
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e) Begriindung siehe c)

L, :/sz

Segment (1) und (2)

h 0
b 22 22
:I-i-Bo- /(—cosa)-(l—ﬁ)-dz—i—/cosa-(l—ﬁ)-dz
=0 z=h
Segment (1) Segment (2)
b 23 z=h 23 z=0
=1- 3 - By -cosa - {— [z— WL_O + [z— W]z_h
,%h

2
=——=-1-b-h-By-cosa

3
Aufgabe 29
Y
®L ® I
]2 12
. < ®. ® . v
2 2 2 -2

a) Gesucht: ﬁl(FA) fiir ¥4 = x4 - €, mit f% <Tp < % (insbesondere y4 = 0).

Auflerhalb der beiden Zylinderleiter mit I; entspricht H, dem Feld zweier paralleler Linienstréome +£17; bei
TQ = F3:
S
—(ya—0) (za+3) .
T e
Pata ) T Va (za+5) +vi

N _]1
A_27r

—TrQ

I_[M+¥]
( xT

é

M La-g) (a8 A

ya=0 Iy rA+ 35 $A_%‘| .

oo a2 —a\2|
(za+%) (za—%)

I 1 1 o

= . _ . &

2r |za+§ xTA—G Y

—— =
>0 <0

61



Marius Geis GGET III GGU Blatt 6

WS 2010/2011

Wegen—%<—%<x,4<%<%

b) Gesucht: L' 9 1 (Gegeninduktivitat pro Linge)

durchsetzt Fluss erzeugt
Schleife 2 von Schleife 1

Mit
dA=1-dz-é,
@21://M0'ﬁ1'd/_f
Az
b
Lo 1 1
N Bt _ d
Ho 2w / [er% x%} .
o=t
I a al1*=z2
it e 3]
Ho o nx+2 n 5] -
I ba _b_a
“0'1'_1'1n<2b+2a"b2 a2’>
2 —5+5 |54l
(&)
Il a—l—b
=l —=.92.1
Ho 2w n(ab)
=Poq
Woyq
L, =
21 l]l
_ % — M a+b
- I; T a—b
L/12:L/21
Blatt 6
Aufgabe 30

Magnetfeld einer 3-Phasigen Freileitung
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i3(t) O+———————O1i2(?)

b

Gesucht: ﬁAgeS bei ¥4 =0

a) (Wieder zweidimensionale Rechnung)

Feldstarke am Ort (xa,y4) eines geraden Linienstroms I in z-Richtung mit Koordinaten (zq,yq).

- Ig
Hy = - €,
27T/)AQ PAQ
lo . ~ ~
= Srpaa [—singag - € +cosdaqg - €yl
Io |yo—ya .  ®ma—xq
:2_. —_ I+27.ey
™ Pag PaqQ
mit
Pag = (xa—2Q)" + (ya — Q)
Hier:
TA=YA =
Q,¥yQ: 1 = 0 ., N = b—l—@-a
T2 = % , Y2 = b
r3 = 7% , Ys = b
— il(t) Yy -
HAl(t):—27r ~[y—%-em+0-ey
_a 1
27T b+§.a *
4 is(t) { 2 ) ﬁ}
Has(t) = 22 T
ST P R A R A
7i2(t). b LB — 3 .
I -
- i3(¢) b - 5 -
Has(t)=...= 0= | = CEpt —E— - &y
2| & 412 o 4 b2
Hinweis:
+
sin(a):l:sinﬁ2~sin<a2ﬂ)~cos<a:§ﬂ)
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Also (1):
. 2 . 4 . T
sin | wt — 5 + sin [ wt — 5 )= 2 - sin(wt — 7) - cos (g)
———
— sin(wt) Y
/2
= —sin(wt)
(2):
2
sin (wt - —) — sin (wt - ?ﬂ-) =2-sin (—g) cos(wt — )
—_————
s — cos(wt)
-9

HA,ges,y(t) = 2 'COS(Wt)
2w 4o b2
1 2 b . i 1 .
Hgooat) 2 = s sin(wt) + 5= - ——— - sin(wt)
2m L 4 p2 2m py La
Ha2 :+Hasz o Harx

b) Mit i =500A,a = 3m,b = 10m:
A
HA,ges,m(t) =—147—- Sln(wlf)
m
A
H A gesy(t) = 2,02 - cos(wt)

Anmerkung: max(|[-_I»A1ges|) =2,022

H,

A

Zum Vergleich: max(|H 1|) = 6,32 4

Hausaufgabe 8:
Néchste Hausaufgabe: Auf Blatt 6, Abgabe bis Montag vor der Vorlesung.

Hausaufgabe 9:
Hausaufgabe bis Di. , 01.02.2011, 14°° Uhr:

Gegeben ist eine Linienleiterschleife mit dem Strom I und einer Konturkurve C, die den Strom I einfach im
Rechtsschraubensinn umschlief3t.

Zeigen Sie mithilfe des Biot-Savart-Gesetzes, dass fir beliebig gekriimmte Schleifen und beliebig gekriimmte
Konturkurven gilt:

§1§ﬁ-d§’:[

c
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Aufgabe 31

a) Fldchenstromdichte: J;, = o, - ¥ (vgl. Vorlesung Ja), [J_Z?] =4

U

U=wepq - €hq

jé:ge.w.pQ-eij fir 0 < pg <a

b) Integral

FAZZA-gz
TQ = PQ " €pq

FAQ:FAfFQ:ZA-é’prQ~é'pQ

raQ = |Faql = /24 + rd

jIQXFAQ:O'e~w~pQ~€¢£X(ZA~€_prQ~€pQ)

rot: EPQ’ grin:
:Je.w.pQ.(ZA.gpQ+pQ.€Z)
dAg = pq - déq - dpq

Grenzen:
0<pg<a
0<¢q <2m
a 27 9 o n 3 .
-, Oc W PO ZA - €pg + PG €z
HA(TA): Zﬂ_ . (22 +p2)% dd)deQ
p@=0¢q=0 A @

c¢) Fir Aufpunkte in der z-Achse gilt allgemein:

also

HA = HA,p : gpA + HA,Z : gz;

Hyp=0

Hier, wegen Rotationssymmetrie:

HAyp(FA) =0
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Insgesamt:
Ha(Fa) = Ha:(F4) - €.

a 2m
3
— N O "W pQ . dpQ
Ha(Fa) = /7/@
() = = @+ ) Q
o] $oQ=0
2
) pe=a
HINWEIS 062' w &, /Z,24 N pg@ n ;A :
/ +
AT Pa pP@=0
r pe=a
oow . |ZhtphtEh
= . eZ . A —
2 [22 4 p2
ATl pQ=0
O rw _ |2-23+a* 2-23
= . eZ . J—
2 | VZ2h a2l
ZA_:aO'e'w (1_2) aé
= 5 7% A
Aufgabe 32
a) e t<0 (vgl. Aufgabenblatt, Bild 3)
¢(t) =0=const ==i=0,u=0
c0<t<s
Y _,
®B = By - (*é‘z)
_w,
®P2(t) 7
Ry ; s Ag e (t)
% = >
®P1(t) 5
- - Avalt)
— <
- i
i Rs
O %
z rT=0v-1
Induktionsgesetz (bzgl. Masche 1):
Maschenumlauf
. dd, (¢ d - -, S -
¢E~d§ =— dlt( ) =-% //B~dA wegen B || dA und B homogen.
Cy A
———— ——
=i-(R1+R2+R3+R4) =Bo A1 er(t)
Also:
- R d (Bo-b t) By b
. es - —— . . . - — . . U
tte a0 0
Bg-b-
=20~ smAfir0<t<=03s
Rges )
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o« 1>

P, = By -b-a = const

1 dd,
-——=0firt>0,3
Rges 1 urt > U,08

1= —

b) Masche 2: Aus der Schleifengeometrie ergibt sich ®5(t) = @4(t)

. —By-b- iro<t<ae
%Ed(’;:i@: By-b-v fir0<t<s
de 0 sonst

Cs
——

u—R1-1
e Fir0<t< 2 =03s:
u=Ry-i—By-b-v
Bo-b-v-<R1 +1>

=—125mV

e Firt<Oundt> £ =03s:

u=>0

—5mA

—125mV
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d) Jezt
Py (1) // 3(t) - dA
A(t)
0 firt <0
Bo-e *-b-v-t fir0<t<e
Bo~efé~b~a flirt > 2
—_ v
B(t) A1 eff
0 firt <0
i=—p—(Bore T b [I-1] fir0<t<g
£es Bo~b~a~e’%~[—%] firt > ¢
0 furt <0
={-smA-e T 1o ] fio<t<e
15mA - ¢~ 1 fiir ¢ > ¢
Aufgabe 33
Y
A
3
R
Ry

p
- T
y

Anmerkung: J ist jeweils homogen im Hin- und Riickleiter.
Aus Symmetrie: H(7) = Hy(p) - €p.
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Fiir eine kreisformige, zur z-Achse konzentrische Konturkurve C' mit dem Radius p gilt:

174 fiir 0 < p < Ry
I fir R <p< Ry
[T 22" i Ry < p< Ry
0 fiir Rg < p < 00

=/ — > — Iein -
B(r) = po - H(F) = po - - €

27p
—}% fir0<p< Ry
I % fir R1 <p< Ry
=0 5= € | R )
2m 1}%*1’% % fiir Ry SPSR3
0 fir R3 < p < o0

a) Induktivitéit eines Abschnitts der Lénge [

(i) AuBere Induktivitit L, = Lo = 2+ mit ®,: Fluss im Zwischenraum (Auflerhalb der Anordnung, d.h.
fiir p > Rs kein Beitrag wg. B = 0)

(ii) Innere Induktivitit des Innenleiters

Problem: Nicht der gesamte innere magnetische Fluss ist mit dem gesamten Strom verkettet.

Abhilfe: Einteilung in infinitesimale Stromréhren df entlang J-Feldlinien oder in infinitisemale Fluss-
rohren d® entlang B-Feldlinien.
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dl

Bsp: dI und d®’ sind verkettet, dI und d®” nicht.
Verketteter Fluss:

1
U=—.[[dl d®
I//d d

alle verketteten
dI und d®

Hier: Betrachtung von Teilfliissen d®

d® =1-dp- By(p) ist verkettet mit

I 02
I,=m p%- =7.=
TR R?
Also
1,
d¥V = — - do
1
2
=1 Bylp) o dp
0T 1
R1 Rl 2
PP
\Ili nnenleiter — dv = .- - .—d
I leit / Ho R% Rf Y
PO PO
=R
_ oIl /)_4p '
or R 4],
oIl
87
\Ili Innenleiter Ho - l
Li nnenleiter — : =
I leit 7 ST

(iii) Innere Induktivitat des AuBenleiters
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d® ist verkettet mit

- R:— - p?

[ =—>2——"_.]
7 R —m-R3
I R? — p?
dr ==Y . qp=-233_"_.B 1-d
I R%_R% ¢(p) P
R3
®; Augenleiter = / dw
p=R2
R
_po- L1 /3 R} —p? S d
R Ri—R3) »p
p=R2
o I-1 1 R Rs 3, 1.,
o - ' ) ‘In{ =) —--R -R
2m R3 — R [R%R% n R 4 3+4 2
\I]i uflenleiter
Li,AuBenleiter = w = ...

Insgesamt:

1
L/ = 7 . (La + Li,Innenleiter + Li,Auﬁenleiter)
b) Induktivitatsberechnung iiber Energie: Einerseits:

1 1
Wpn==-L-I?==-L"1-1?
2 2

Andererseits:

sz/v//wm-dv
:/V//Q_io.gz.dv

V:0<p<R;50<¢d<2m,0<2z<I(fiir p>R3: B=0,wy, =0)

Aufgabe 34

Anordnung vergleichbar mit zwei konzentrisch gewickelten Zylinderspulen, die in Reihe geschaltet sind. (Aber:
Lgos # L1 + Lo, da beide magnetisch verkoppelt sind)
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HO'%'@
a) B={ po-Nel.g,
0
Hier: N; = N, =N

fﬁI‘OSp<Ri
fir R; < p < R,

sonst

b) \Iji:Ni'q)i:Ni'Bi,z'W'R?

N; - (Ni+N,) - I

.- R?

= Mo - I
N2.7-R?
ZQ.MO.f.

lea:Na'((I)a+(I)i)

K2

=N, By, 7 (R2—R})+N,-B;. R?

N I
N; :aNMO.W.T.NQ.[2~R?+(R§fR?)}
RZ+R2
NG v, 4+ U
[= &8 _ "t e
C) T T
N2
zuo-ﬂ-T-(SRfJfRi)
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Erginzung: A,, eines oco-langen, geraden Linienstroms

z

FAZpA-gpA

rQ = 2Q - €z

raQ =\/2g + P

m 47 TAQ

dz
1 Q
Y~
2
» po - 1 . 14+ (24)" +1
Am.a = €, lim |[In
47 a—00 PR .
() -
+ a
—_———
a>>pA:7zl+é(pT)2
; 2
+l pA
~ In )

2
PO Pa
N——

po beliebig, aber endlich

=:K (const)
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Fiir B = rot A,, interessiert der (0o groBe) konstante Term nicht.

I
B2 e . 2lim K

w e B
Am,A o Am,A 47 a—o0
i
:M_.Q.ln(ﬂ).gz
4 PA
__p I, <PA) .
= —— . In el - €,
2m Po

Vergleiche mit dem elektrischen Potential ¢, einer co langen, geraden Linienladung:

Ap, = _Pe hier_-0(@) -3(y)
3 3
=—p-Jy=—p-I-0(x)-d(y)

— qrL PA
Ve —_ (=
(TA) 2me < £0 )
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