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Aufgabe 1 [ Punkte]

Es seien f, g : [a,b] — R stetige Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind und f(a) = g(a)
erfiillen. Auflerdem gelte

P(x) < ¢'(2) Y € (a,).
Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: f(x) < g(z) Vz € (a, b] .

Losung.

Definiere fiir z € [a,b] die Funktion H(x) := g(z) — f(z). Dann ist H in [a,b] stetig und in
(a,b) differenzierbar. Damit ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf H anwendbar.
Zu jedem x € (a,b] existiert also ein & € (a,z), so dass gilt

H(z) — H(a) = H'(§)(z — a).

Nach Definition von H gilt dann

Also ist g(x) > f(z) fur alle z € (a, b]. O



Aufgabe 2 | Punkte]

(a) Gegeben sei eine Funktion f : R — R und zy € R. Geben Sie die Definition der Differen-
zierbarkeit von f im Punkt xg an.

(b) Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

) 1 1 4 22
lim (- — —— ).
z—0 \ x  arctan(x)

Losung.
(a) Die Funktion f: R — R heifit differenzierbar in zy € R, falls der Grenzwert:
@)~ fao)
T—T0 r — 2o

existiert oder, dquivalent dazu, der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(xo)
h

h—0
existiert.
(b) Es gilt:
1 1+2*  arctan(z) —x —2°
r  arctan(r) x arctan(x)

Die Funktionen f(z) := arctan(z) — z — 2® und g(z) := x arctan(z) sind differenzierbar
und es gilt:

lim f(z) =0 = lim g(z)

z—0 z—0
da arctan(0) = 0. Desweiteren ist ¢'(z) = arctan(z) + 1755 ungleich 0 fiir # ungleich 0,
also insbesondere auf einer punktierten Umgebung der 0. Betrachte daher den Grenzwert:

1 2
o F) et
v=0 ¢'(z)  =—0 arctan(z) + 5
Die Funktionen f'(z) = 5 — 32> — 1 und ¢'(z) = arctan(z) + %5 sind wiederum

differenzierbar, und es gilt:

1+ 22

. / 1 o 2 —
Clglg(l)f(ﬂf)-glglg(l)( 3z 1) 0

und

. / R T x o
glcll,%g () = 31613% <arctan(x) + 7 n x2> =0

Desweiteren gilt g”(r) = ; Jrlxg + (11;;22)2 = chg)Q > 0 fiir alle z und damit insbesondere

auf einer punktierten Umgebung von 0. Betrachte also den Grenzwert:

f(x) . Tep 6
= hm > T —
z—0 g”(m) z—0




Sowohl f”(z) als auch ¢”(z) sind stetig in 0 mit f”(0) = 0 und ¢”(0) = 2 # 0, damit ist

auch ]; :,/83 stetig in 0, daher ist

@),
z—0 g”(x) o
Nach der Regel von I’'Hospital gilt damit auch
/
lim f(z) =0
=0 ¢'(z)

Nach erneuter Anwedendung der Regel von I'Hospital folgt damit schliefSlich:

lim@:()

z—0 g(m)



Aufgabe 3 [ Punkte]

(a) Geben Sie die Definition einer Stammfunktion zu f: [ — R in [ an.

(b) Berechnen Sie das Integral

x+1
/ CEDCET

Losung.

(a) Sei f: I — R eine reelle Funktion, I ein offenes Intervall; F' : I — R sei auf [ differen-
zierbar. Dann heifit F' eine Stammfunktion zu f in I, wenn

F'(z)=f(z) Yo el
gilt.

(b) Zerlege den Bruch —=%tL— mit Hilfe der Partialbruchzerlegung und wihle dazu den

(z—1)(z244)
Ansatz
r+1 A Bx+C

G—D(2+4) o-1 214
fir A, B,C € R. Es gilt dann

r+1=A*+4)+Bzx(x —1)+C(x — 1) =2*(A+ B) + 2(C — B) +4A — C.

Koeffizientenvergleich liefert:

0=A+B&< A=-B
1=C—-B&B=C-1

1:4A—C<:>1:—4C+4—C:—5C+4<:>—3:—5C(:>C:g

2 2
=B=—=A=_.
D )

Also gilt
r+1 2 1 2 3 1

@—D@2+4) br—1 52244 5244
Nun ist es moglich das Integral zu berechnen.

r+1 2 1 2 3 1
doe= [2—_dz— [ 2 d ° d
/(x—l)(x2—|—4) ‘ /5x—1 v /5x2+4 x+/5x2+4 v

2 21 [1 31 1
—Zloglr—1|+c—2= [ Zdyppisto- [ ———d
Flosle—tlre 52/y = +“54/(%)2“ '

1
y? +1

2 1 3-2
:glog|x—1|—glog]a:2+4|+c+%/

1l (x —1)? +3 . <x>+
=- — arctan ( =
58\ 214 10 et \y) T

dyjy=2

fiir ein ¢ € R.



Aufgabe 4 | Punkte]

(a) Geben Sie die allgemeine Form einer linearen inhomogenen gewohnlichen Differentialglei-
chung erster Ordnung an.

(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fiir z > 1:

2y 1
/

— Y _ < 1
y(w)—ln o y(1) 1

Losung.

(a) Seien a, f: I — R stetige Funktionen, f # 0, I ein offenes Intervall. Dann heif}t
u'(z) + a(zx)u(z) = f(z) Veel
eine lineare inhomogene gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.

(b) Betrachte die Differentialgleichung:

27y

/

Y 1
yie)=—"~-7 (1)
Die Differentialgleichung ist eine Bernoullische DGL mit a = 2, a(z) = 1, b(z) = 2.

Die Funktion y(z) = 0 16st zwar (1), erfiillt aber nicht die Anfangsbedingung y(1) = 1.
Sei im Folgenden also y eine Losung mit y(x) # 0.

Setze f = == = 55 = —1 und
Yo =) = s e ule) =
Dann ist o/(z) — —y21x)y’(x) und es folgt:
O s AT
o ()= i o(w) - = 2)

(2) ist nun eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung, mit Anfangswert



v(l) = ﬁ = 4. Die Losung von (2) ist gegeben durch

x T t

1 2 1
v(x) = exp /;dt : /—¥~exp /——ds dt + 4
s

1 1 1

1) - 1/ —%exp (—log(s)

x

t
)dt+4
1

= exp <log(t)

= exp(log(z)) - / —% exp(—log(t))dt + 4

1

Damit ist die Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems: y(z) = et 1)
x



Aufgabe 5 [ Punkte]
Gegeben sei die folgende lineare Differentialgleichung dritter Ordnung:

u" (t) — 3u'(t) + 2u(t) = f(t) (3)
(a) Geben Sie die Losungsgesamtheit fiir den Fall f(¢) = 0 an.

(b) Geben Sie die Losungsgesamtheit fiir den Fall f(t) = 3t* + 5t — 7 an.

Losung.

(a) Die charakteristische Gleichung lautet:
NM_3A+2=0 & A—-120+2)=0 < No=1, A\3=-2
Also ist die Losungsgesamtheit von (3) fir den Fall f(t) = 0 gegeben durch:

u(t)=ci-e' +ey-t-e+eg-e c,c,c3€R

(b) Um (3) fiir den Fall f(t) = 3t* + 5t — 7 zu lésen, bestimme eine partikulére Lésung iiber
den Ansatz vom Typ der rechten Seite:

uy(t) =at> +bt+c = u(t)=2at+b

Dies in (3) eigesetzt liefert:

—6at —3b+2at* + 20t +2c=3t*+5t -7 & a=—-,b=c=T

Also lautet die partikuldre Losung: w,(t) = %t2 + 7t + 7 und die Losungsgesamtheit von

(3):

3
u(t):cl'et+02-t-et+03-6_2t+§t2+7t+7a c1,02,03 €R



Aufgabe 6 [ Punkte]

(a) Untersuchen Sie, fiir welche o« € R das folgende Integral konvergiert und fiir welche es

divergiert:
T e~ llog(@)|
e
/ e
xOé
0

(b) Untersuchen Sie das folgende Integral auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenfalls den

Grenzwert:
o0

/6_5“;(372 + 3z + 2) dx.

0

Losung.

(a) fa(z) := <22 st stetig fiir « > 0, also integrierbar auf jedem Intervall [a,b] C (0, 00)

xO{

fiir alle @ € R. Das Integral ist uneigentlich bzgl. beider Grenzen, deshalb betrachte

b | log(@)| ¢ log(x)
—|log(z og(x
/e—dx—/e dx
T T

0

0
1

1
:/xal dx

0

< 0 fira—1<1

= limp_,g —=— } = lim (1- ) =00 fiira>2
—Oc+2 m0472 b b‘)O +2 ba72

= lim,_,q log |x|]; =0 — limy_,o log |b] = o0 fiira = 2

<oo fira<?2
=00 fira>2

und

7 —llog(a)| 7 o~ log(a)
/e—dx:/e dx
x x
1
:/Ia-l-l dx

{<oo fira>0

=00 fira<0

Also ist das Intgral fo fo(z) dz divergent fiir « <0 und o > 2. Fiir 0 < o < 2 gilt

1

T o log(a T o—log(x)|

/fa(x / dx+/—dx<oo
T

0

0 1

also ist das Integral konvergent.



(b) Da f auf (0, R) integrierbar ist fiir alle R > 0, ist das Integral uneigentlich beziiglich der
oberen Grenze. Es gilt:

R R
1 2 1
/e—5x(x2 + 3¢ +2)de 2 —ce MR+ 3R +2)+ £ + 5/6‘5’”(2@" +3)dx
0 0
pr. 1 _cp, s 2 I R 3
= RE4+3R+2)+ - — — 2R +3)+ —
£¢ (R* + +)+5 55 ¢ ( +)+25
2 00—590
+% e " dx
0
L sk p2 2 L —sr 3
S RE4+3R+2)4+ = — — 2R +3)+ —
£¢ (R* + +)+5 55 ¢ ( +)+25
2 —5x1R
_E[e ]o
L _sr p2 2 1 sk 3
- = RE4+3R+2)+ = — — 2R +3)+ —
£¢ (R* + +)+5 55 ( +)+25
2 p 2
Tt T
R—o0 13 2
_> R R
25 125
67
125
Also ist
6
/e5x(az2+3x+2) = lim e (2 + 3 +2) = 125"
0 0

Alternative: Die Funktionen e und z? + 3z + 2 sind stetig differenzierbar auf (0, c0).
Zeige noch, dass die Produkte e 5*(2? + 3z + 2) und —ie °"(2z + 3) integrierbar auf
(0,00) sind: Fiir z > 1 gilt

0<e ™20 +3) <e (2 + 30 +2) < e "4a” < 4.

Damit ist e=3* eine konvergente Majorante mit

R

lim e 3 dr < 0o
R—o0

1

und
e’} 1 0
/6_5””(302 +3x+42)dr = /6_5”’@2 + 3z + 2)dx + /6_533(%2 + 3z +2) dz < oo.
0 0 1

Ebenso erhélt man auch [ —fe (22 + 3) < co. Also darf man die partielle Integrati-



onsregel anwenden und es gilt:

/e5x(m2 43z +2)de 2
0

9 1 1 117

Zi2.2.342.2 [ e (2)d

5t5 5 °t5 5L/Qe (2) dz
0

2 3 2 -

5 25 125 0

13 2

25 ' 125

67



Aufgabe 7 [ Punkte]

Berechnen Sie V f fiir folgende Funktionen (n € N):
(a) fR" >Rz z-x.
(b) [ R =R, (2,y,2) = [(z,y,2) = (¢° + y°) sin(2?2?).

(c¢) Berechnen Sie nun zusétzlich die Richtungsableitungen der Funktion f aus Aufgabenteil

1
(b) im Punkt zq = 1 fiir die Richtungen:
2

1
72 0

v = \/Li und vy = 1
0

Losung.

(a) Esgilt: f(z) =2 -2 =>_" 27 und damit gilt fiir die i-te partielle Ableitung:

0 0 <
Gxif@) O ;xz = 2
Damit ist der Gradient gegeben durch:

Vf(z) =2z

(b) Berechne die partiellen Ableitungen:

g—f = 2w sin(2?2?) + (2% + y?)222? cos(2?2?) = 2x(sin(222%) + (2 + y?)2? cos(222?))
T
Z—ch = 2ysin(z?2?)
of 2 2V, 2 2.2
= 2
5 (2 4 y*)2z2% cos(x2?)

Damit ist der Gradient gegeben durch:

T 2
Vf(z)=2sin(z*2*) | y | +2zzcos(z*2*) (x> +y*) | 0
0 x

(c) Da alle partiellen Ableitungen stetig sind, konnen die Richtungsableitungen iiber das
Skalarprodukt mit dem Gradienten gebildet werden:

2\ (%
Ov, f(x0) =V f(xg) -1 = | 2 J% = 2v/2
0 0



Der zweite Vektor muss zuniichst normiert werden, es gilt: ||vs|| = v/12 + 22 = /5, daher
gilt:

2 0 5
_ 1 _
8||Z§nf(x0) N (2) ol V5
V5



