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Aufgabe 1 In einer Geldborse befinden sich drei Miinzen. Die erste zeigt aut beiden Seiten
Kopf, die zweite zeigt beim Werfen Zahl und Kopf mit gleicher Wahrscheinlichkeit und die
dritte ist so beschaffen, dass sie beim Werfen mit Wahrscheinlichkeit 0.8 Kopt und mit
Wahrscheinlichkeit 0.2 Zahl zeigt.

i a) Der Borse wird zufillig eine Miinze entnommen und geworfen. Nach dem Wurt zeigt

! sie Kopf. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es die erste Miinze?

b) Es werden zwei Miinzen gleichzeitig aus der Borse entnommen und geworfen. Wie
orofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Miinze Kopf und die andere Zahl
zelgt’

Aufgabe 2 Gegeben sei die Funktion

ar, —1<x<0
Hel=¢ b 0222 ,
U, sonst

mit a, b € R.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion fiir b = 1 keine Wahrscheinlichkeitsdichte darstellen
ann.

b) Fiir a = —1 und b = 55— ist f(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvaria-

blen X. Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fix(x) von X

¢) Berechnen Sie mit den Werten aus b) die Wahrscheinlichkeit fiir P (X > 1).

Aufgabe 3 Die Amplitude eines Signals werde durch die Zufallsvariable X mit Dichte

1 g — )
fx(z) = €XP ( ( 2 ) ,-;

&)
270 204

. ) . . . T _ - .
mit ¢ € R, 02 > 0 beschrieben. Das Signal werde durch einen Verstérker mit der Kennline
y = 3z — 2 verstirkt. Bestimmen Sie die Dichte fy(y) der Zufallsvariable Y, welche die
Amplitude des Signals am Ausgang des Verstirkers beschreibt.




Aufgabe 4 Bei einem verfilschten Wiirfel werde die Verteilung der Zufallsvariablen X der
Augenzahlen beschrieben durch:

Augenzahl £ | 1 |2 | 3 |4 |56
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a) Wie grof3 ist die Entropie H(X) bzgl. log,?

b) Die Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Y beschreibe, dass eine gerade Augenzahl aut-
tritt und die Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Z, dass eine Augenzahl kleiner 5 aut-
tritt, d.h.

1 falls X gerade 1 . falls X
v _ ,falls X gerade od 7 = Cfalls X < 5'

0 , sonst 0 , sonst

Wie grof} ist die Entropie H(Y') und die bedingte Entropie H(Y

Z) bzgl. log,?

c¢) Die Zufallsvariable U beschreibe die Augenzahl bei einem fairen Wiirfelwurt. Wie
orof} ist die Entropie H (V) bzgl. log, mit V = X mod U”

Aufeabe 5 Gegeben sei ein gedachtnisloser bindrer Kanal mit Ausloschung
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mit Eingabealphabet X' = {0, 1} und Ausgabealphabet YV = {0, 1, e}. Die Zufallsvariable X
mit Werten in X beschreibe die Eingabe des Kanals und die Zufallsvariable ¥ mit Werten n
YV die Ausgabe. Ferner seien pg = P(X = 0) und p; = P(X = 1) die Wahrscheinlichkeiten
des Auftretens der Eingabesymbole.

Im bindren Ausléschungskanal gehen Informationsbits mit Wahrscheinlichkeit o € (0, 1)
bei der Ubertragung verloren. Durch das Beobachten des Zustandes e am Emptanger ist
bekannt, ob Bits geldscht wurden.

a) Berechnen Sie die Kapazitat des bindren Ausloschungskanals bzgl. log,.

-

b) Bestimmen Sie das py, fiiv das die Transinformation maximal ist, flir das also die
Kapazitat des Kanals erreicht wird.

Hinweis:

Es ist 0 - log (0) = 0.



Aufgabe 6 Gegeben seien n identische hintereinander geschaltete bindre syminetrische
Kanile, jeweils mit der Fehlerwahrscheinlichkeit ¢ € (0,%). Die Zufallsvariable Gy be-
schreibe, ob bis zum Ausgang des k-ten Kanals ein Ubertragungstehler vorliegt:

. { 1, falls ein Fehler bis zum Ausgang des k-ten Kanal auftritt
k=9 o
| 0, somnst

a) Leiten Sie her, dass der resultierende Gesamtkanal ein bindrer symmetrischer Kanal
ist, der folgende Fehlerwahrscheinlichkeit €, = P(G,, = 1) besitzt:

1
€y = —2—(1 — (1 —2¢)")

b) Bestimmen Sie die Kapazitit des resultierenden Gesamtkanals, der aus hintereinander
Schaltung von 5 identischen bindren symmetrischen Kanédlen mit ¢ = 0.1 entsteht

(bzgl. log,).

Hinweis: Zu a): Benutzen Sie vollstéandige Induktion:
A(n) sei eine von n € N abhingige Aussage. Zeigt man die Aussagen 1) und 2), dann ist
A(n) wahr Vn € N.

1) A(1) ist eine wahre Aussage (Induktionsanfang).

2) Unter der Voraussetzung, dass A(n) fiir ein beliebiges n € N wahr ist, so ist auch
A(n 4+ 1) wahr (Induktionsschluss).

Aufgabe 7 Betrachten Sie den additiven Gaullkanal
Y =X+ Z.

Die Eingangsvariable X sei diskret mit endlichem Symbolraum {1, ..., z,} und Verteilung
P(X = x;) = p;, © = 1,...,n. Fiir die stochastisch unabhéngige additive Storung 2 gelte
Z ~ N(0,0%). ¢(2) bezeichne die zugehorige Dichte und ¢;(z) = (2 — z;), 1 =1, ..., n.
Weisen Sie nach, dass fiir die Transinformation

I(X,Y) =Y p: D@l D pjos)
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gilt, wobei D(f||g) = | flog L die Kullback-Leibler-Distanz zwischen den Dichten f und g

g
bezelchnet.

Aufgabe 8 Gegeben sei ein MIMO-Kanal mit vier Empfangsantennen und drei Sendean-
tennen. Die Leistungsbeschrankung betrage L = 32. Fiir die additive Storung gelte
Z ~ SCN(0,110 - I). Die Kanalmatrix H sei

2 -+ 1 0 2+ 1

1 0 —]1 41
£ = 0 VAT
—1 +2 U 1

a) Berechnen Sie die Kapazitit des Kanals (bzgl. In).

b) Geben Sie die Kovarianzmatrix @ an, so dass fiir die Eingabe X ~ SCN(0, Q) die
Kapazitat des Kanals angenommen wird.



