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rof. Dr. Rudoll Mathar, Danicl Bicleleld, Tobias Rick

_ Aufgabe 1 Einem IE-Mail-Benutzer werden drei Klassen W, I und U von Nachrichten
eeschickd:

W: 10% wichtige I5--Mails,
[: 10% interessante 19-Mails,

[/: 80% unerwiinschte E-Mails.

Der Benutzer verwendet einen Spam-Filter zum automatischen Loschen von zugeschickten
[-Mails. Der Spam-Filter 16scht mit Wahrscheinlichkeit pr,, = 0.1 wichtige E-Mails, mit
Wahrscheinlichkeit p;, = 0.4 interessante E-Mails und mit Wahrscheinlichkeit py, = 0.8
uncrwiinschte 15-Mails.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine eingehende E-Mail automatisch
geloscht wird.

bh) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine E-Mail, die nicht geloscht wurde, wichtig?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit war eine E-Mail, die geléscht wurde, interessant?

d) Wie hoch ist der prozentuale Anteil unerwiinschter [2-Mails nach Einsatz des Spam-
Iilters?

Aufgabe 2 Goegeben sei cine absolul-stetige Zufallsvariable X mit der Dichte

Iy () ; {‘_‘.l")ﬁg(f%['i) fiir — 1 <z < |
e 0 sonst

\

a) Zeigen Sie, dass [x die Voraussclzungen an cine Verteilungsdichte erfiillt.
h) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion I/x von X.

¢) Berechnen Sie den lsrwartungswert von X.

) Berechnen Sie die Varianz von X'

¢) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(X > 0)7

Hinweis:

cos’(z) = = (1 + cos(2z))




- Aufgabe 3 Man betrachte das folgende Zufallsexperiment:

lJine faire Miinze (“Kopl” vs. “Zahl”) wird so lange geworlen, bis zum ersten Mal “Kop!”
crscheint. Die Zufallsvariable X € N gibt die Nummer des Wurfs an, in dem erstmalig
“Kopf” fallt.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im n-ten Wurf zum ersten Mal
“Kopl™ erscheint.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Zufallsexperiment spétestens
i n-ten Wurl beendet ist.

¢) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.
d) Berechnen Sie die Varianz von X.
¢) Berechnen Sie die Intropie 11(X) (bzgl. log,).
[) Gegeben sei die Abbildung
g:N—{0,1}, n+— nmod 2.

Berechnen Sie die Entropie H(g(X)) (bzgl. log,).

Hinweis:
1
= v = x s z(1 + x)
I9s gilt = — " = und et = fiir |2 < 1.
2=y LW-g gy W e -1

Aufgabe 4 Betrachten Sie den [olgenden gedédchtnislosen bindren Kanal:

| 0 O - Q0

1 O - ()1

Die Zulallsvariable X € {0, 1} beschreibe die Eingabe des Kanals und die Zufallsvariable
Y € {0,1} die Ausgabe. Ferner seien pp = P(X = 0) und p, = P(X = 1) die Wahrschein-
lichkeiten des Auftretens der Eingabesymbole sowie € € (0,1).




a) Bestimmen Sie die Transinformation /(X,Y") in Abhéngigkeit von py und e beziiglich
des Logarithmus zur Basis 2.

b) Bestimmen Sie das pg, fiir das die Transinformation maximal ist, fiir das also die
Kapazitat C des Kanals erreicht wird.:

¢) Berechnen Sie fiir ¢ = 3 die Kapazitat C des Kanals beziiglich des Logarithmus zur
[3asis 2.

Hinwesls:

Zu a) bs ist 0-log, 0 = 0.

Zu b) Die Transinformation 7{X,Y) aus a) besitzt als I'unktion von pg ein cindeutiges
Maximum im Intervall (0, 1).

Aufgabe 5 Cegeben sei cin gediachinisloser bindrer symmetrischer Kanal

l —¢

mit Bin- und Ausgabealphabet X = Y = {0,1}. Die Menge der Eingabeworter sei C =
{(0,0,0), (1,1, 1)}. Dabei trete (0,0, 0) mit Wahrscheinlichkeit 1/4 sowie (1,1, 1) mit Wahr-
scheinlichkeit 3/4 aul. Ierner sei ¢ 1/3.

a) Welche Ausgabeworter sind bei der Ubertragung im Kanal moglich und wie grof§ sind
deren Auftrittswahrscheinlichkeiten?

h) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit pg fiir die fehlerfreie Ubertragung eines Einga-
beworts?
A\

¢) Wie groB3 ist dic Wahrscheinlichkeit pp daliir, ein Klement ::,-u{s C zu emplangen, das
nicht gesendet wurde? L

) Geben Sie cine ML-Dekodierung Iy, : Y — C an.

¢) Geben Sie eine ME-Dekodierung hy e : Y° — C an.




Aufgabe 6 Gegeben sei ein MIMO-Kanal Y = H;X + Z mit 2 Sendeantennen, 4
lsmplangsantennen und Leistungsbeschriankung L = 4. IPir die additive Storung gelte
Z ~ SCN(0,8- 1), mit I, die 4 x 4-Einheitsmatrix. Die Kanalmatrix H; sei

1 0

0 2
H v3 0

) )

a) Berechnen Sie die Kapazitat des MIMO-Kanals (bzgl. log = In).

b) Geben Sie die Verteilung des Zufallsvektors X an, fiir welche die Kapazitit ange-
nommen wird.

i ¢) Betrachten Sie cinen MIMO-Kanal mit der 1 X [-Kanalmatrix Hy = 1 (also einen
i SISO-Kanal). Wie hoch darf bei gleicher Leistungsbeschrinkung L = 4 die Varianz
cdler additiven Storung scin, so dass dieser Kanal die gleiche Kapazitil besitzt wie der

- MIMO-Kanal aus a)?

Aufgabe 7 Zcigen Sie, dass die Menge der stochastischen Vektoren der Lange n

o L ,.--"'J

Pr = {p s (plﬁ'“?pﬂ) l pi 20 Vi, sz - 1}
t=1

konvex ist.

v Aufgabe 8 Ein Mobilfunknetzbetreiber plant das an einer Basisstation vorhandene Fre-
quenzband auf zwei Dienste aufzuteilen. Fiir den ersten Dienst, einen Voicecall, werden
pro Nutzer ein Nutzkanal sowie zwei Signalisierungskanile benotigt. Marktuntersuchun-
gen haben ergeben, dass pro Nutzer 25 Furo Gewinn crzielt werden konnen und dass 30
Nutzer den Dienst an dieser Basisstation nutzen wiirden. Der zweite Dienst ist eine mobile
l'ernsehiibertragung, die sowohl einen Nutz- und einen Signalisierungskanal benétigt. Die

| Marktforschung ergab hier einen Gewinn von 15 Euro pro Nutzer und eine Nutzerzahl von
70.

An der Basisstation stehen insgesamt 75 Nutz- und 85 Signalisierungskanile zur Verfiigung,
die jeweils einem Dienst zugeordnet werden miissen. Wieviele Nutzer miissen unter den ge-
nannten Bedingungen [iir die beiden Dienste geplant werden, um den Gewinn des Betreibers
ZU maximieren.

a) lormulieren Sie das zugehorige Optimierungsproblem als lineares Programm in kano-
nischer Form.

b) Losen Sie das Optimierungsproblem graphisch.

¢) Wie hoch ist der maximale Gewinn des Mobillunknetzbetreibers?




