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Mathematische Grundlagen

e-Funktion, Sinus, Cosinus

N . _ejx_,’_efjx _ex_,’_efx 0 /6 /4 /3 /2
e’ :COSX""]SIHX COSX = —(— coshx = 0° 30° 45° 60° 90°
2 2
i i o o sin - 0 1/2 V2/2 +3/2 1
[1—e?| = |ej'”/z~j|~%:sin§‘ sinx = % sinhx = £ _26 cos 1 \3/2 2712 1/2 0
J J tan| 0 1/V3 1 V3 o0
e>1+x ; e'~l+x fxxl
Additionstheoreme
. s A xty xXFy _ x+y xX—y _ Xty . X—Y
sin x+sin y = 2sin( 7 )~cos(T) cos x+cosy = 2cos )-cos( 5 ) cosx—cos y = —2sin( )-sm(T)
2sinxcos y = sin(x—y)+sin(x+y) 2sinxsin y = cos(x—y)—cos(x+y) 2cosxcosy = cos(x—y)+cos(x+y)
weitere?!
Taylorreihe
(x)=f (xg)+(x— )i +L( _ )2d_2 + ; sofern stetig differenzierbarin .
f x _f X0 X=Xy dxfx:x(, 21 X=Xy dxzfx:xo et f(x) X0
Algebra
*  (kommutative) Halbgruppe: eine Verknipfung. Axiome:
Bsp.: Ganze Zahlen mit ,Multiplikation”. . Abgeschlossenheit  @,b€ G = ache G
. . L . — Z Qo
(kommutative) Gruppg. eine Yerkﬂnupfung. 2 5 2 Assoziativitat as(boc) = (aoh)oc
Bsp.: Ganze Zahlen mit ,Addition”. 58 2 5
52 =2 Neutralelement aon,=a
+ (kommutativer) Ring: Gruppe in Bezug auf eine E 5 § o
Verknipfung, Halbgruppe in Bezug auf eine zweite. o = (Kommutativitét) acb=boa
Bsp.: Ganze Zahlen mit ,Addition” und ,Multiplikation”. — __
Inverse Elemente aca=n,

« Korper: Gruppe in Bezug auf zwei Verkniipfungen,
einzige Ausnahme: kein inverses Element zur ,0” fir

zweite Verknipfung. Distributivgesetz as(boc)=asvboasc
Bsp.: Rationale/reelle/komplexe Zahlen.

fir Ring und Kérper auBBerdem:

Sonstiges
logz = log|z|+iargz+2 ki
kez: 82 1g| +iarg (a+b) = a>+3a2b+3ab>+b}
e =
arctan (—x)=—arctan x @—b> = (a—b)(a*+ab+b?)
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Lineare Algebra, Matrizen

-1
1 —=aj. : T
Inverse einer Matrix: 4~ '-4=1, Yoo 4 bo—a-a. azz,,.»-"' 2 A= adj(4)
dy Ay 41192 a12a21‘,_ﬂ'21 an det 4
Determinanten: 0 4 : a ay @y, 4y 4y 4,
ay Ap)|_ ) S B S S
det . 4 =ayayp—apay ;o detla, a, ay|= a’""v a""»:\d"':‘:"a a
21 9p 203,90 LG5 Gy Ay
a3 A3y ds _ 7 AL AL A
Ay Ay 43 Ay
Ay Ay Gy3 Ay
det|ay, ay, ay; ay|= a;detAd; —aydetd,+adetd;; —a, detd,
Ay Ay Qy3 Gy
4y
(1) "det 4,, (—1)"""det 4,, a, 0 ol [af 0 0
Adjunkte Matrix: adj(4) = : (—1)"/ det 4, : 0 a, 0]=0 d& o0
(—1)"*'det4,, (—1)"*"det A, 0 0 a 0 0 d
Physikalische/elektrotechnische Grundlagen
Einheiten22!
RC-Hochpass RC-Tiefpass
Ag(w)=201log |G|  @g(w) = arctan Im G (= f.ReG<0)
Re G
lz| = VRe?z+1Im?z
Grenzfrequenz: die Frequenz, bei der der Amplitudengang auf 3 dB abgesunken istl
1 r. . d 1 1 2
= N=Cu(t) Z=—— O=—wCU? _1 , ,
Kondensator = u(?) Cfl(t)dt i(t) Cdtu() T0C O0=—wCU w 2CU u(t) kann nicht springen
_ d . . _1 . 2 _1 2 . . .
Spule u(t)—ng(t) z(t)—zfu(t)dt Z=jwlL O=wLI W_ELI i(¢) kann nicht springen

Die StoBantwort ist die Ableitung der Sprungantwort.

Def.: Ein System ist Iineur, wenn f(alul"'az“z) = a1f(”1)+a2f(”2)
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V-Transformation & GF(2)

V-Transformation
Definition: (v(n)}=1{0,1,0,...] & V (v(n)}*..x[v(n)} =10,...,0,1,0,...] & V*
v(n)€(bel. Kérper) k k

Verschiebungssétze:

(n+k)) o Fo =V F =07+ Ve 4+ fk—1)77"]

Riicktransformation: B byl+b V4b, V4. b V" +... 5
F=2= . = [l V+ [V
4 aglta V+a, V4. +a, V"+...
b b a b k a
g 20 mit =0 =1 _ 71 = Tk S 2
For ag20mit: o= 0 fi= o =fog e Ty ,;fk’”ao
Periodische Sequenzen: FTF T - fol+f VHo+f, v
Wo o uorreeed "

GF(2)

Grundsétzliches Polynomumformungen Primitive ( = irreduzible) Polynome
1+ =(1+v)* 1+V 1+V4+v°
1+V2=(1+V ) 1+ +y? 1+734+p10
1+72 = (14+V)(1+V +1?) HV;”: 1+72+pl

o L+ = (1+V) (14 V + V2413 = (14 7)* vy LAV +P 47+
iyt=0 14V = (14V)(1+V + V2473474 e IV 7+ v
=y T+VS = (147 + V) (147 + 134 74) i LV Hrery eyt

6 15
1+VT =(1+V2+VH(1+V2+13+v%) 1+V3+V 7 1+V+V3 12, 1,16
= (1+V+ V24V (147 +17) SO AT b2l A a4
1+V8=(1+VH)(1+V2+V4+7V0) ey

Anwendung z.B. maximalperiodische
Schieberegister, s.u.

V-Ricktransformation im GF(2)

P(V)
gegeben: Y (V)= RGK gesucht: {y(k)] (Annahme: es existiere eine Sequenz y(k)!)
1. Fall: m<n:a) O,(V) Teilervon P,(V): sendliche” Folge (endlich viele von Null verschiedene Elemente):

) =1{ye Yiv s Vppenr 0,0

Lésungsweg: ausdividieren.
b) 0,(7V) kein Teilervon P,(V): periodische Folge mit nichtperiodischen Anfangsgliedern:

(k) =1y, s Vi Vst o Vg .
Lésungsweg: ausdividieren.

2. Fall: m>n : periodische Folge. Lsungsweg: Periodischer Ansatz:

yolty V. 4y, V' Ry)  p)

1+V? v Q)
1. bestimme E(V) aus obiger Liste so, dass Q(V)-E(V)=1+V?mit p<2™—1,
2. R(V)=P(V)E(V) ausmultiplizieren

(), dh.
(7)

{y(k)}:{yo,)ﬁ,“w yp_l,...] e Y(V)= 2
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z-Transformation

Formal gleich zur v-Transformation mit Substitution: ¥ = 77!

Definition: il
F(z)= k)z "
Fk)edeC | (z) Z:Of( )z
Faltungsgesetz: s
99 Fyz2)Fylz) & 3 i) f(k=i)
i=0
Verschiebungssétze: flk—m) & z7"F(z)
flk+m) & 2"F(z)=[£(0)z"+ £ (1) 2" ...+ f(m—1)z]
Summenregel: L
I g)=Y 1)) & Glz)=—=F(2)
i=0
k=1 1
glh)=2 /i) & Glz)=_—{F(2)
i=0 z
Anfangswerttheorem: lim f (k)= lim F(z) ,wenn lim F(z)existiert.
k—0 zZ—0 zZ—w
Endwerttheorem: klim flk)= lirr} (z—=1)F(z) ,wenn lirr} F(z)existiert. o |, (z-1)F(z) oder lim F(z)2! vgl. S. 394l
einfache rickgekoppelte  z! S-SR S I 1 _ oz 4 a___ oz ke
Glieder: l—az! z—a P l—agz! z-a T 1—gz ! z—a
Riicktransformation
Y A b
Partialbruchzerlegung. Trick: nach g =t +...=0(2) zerlegen, dannist 4=0(z)z,

Z_Zl

B=0(z)(z-2). ..,
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Laplace-Transformation

einseitige Laplace-Transformation!

f(t) for =0 F(s) f(t) F(s)
d’l .o
Ey(t) Y (s)—|s" " y(0)+s5" 2y '(0)+...} ¢ beim Bestimmen der Ubertragungsfunktion fallen
J Anfangsbedingungen weg!
insbes.: Ey(t) sY(s)—y(0) »(0)=0 efc.
[ yryar CY(s) L(1=e™) —  [nstig?)
) a s(s+a
) n! 1 —at bt (nétige)
t T p_glae mbe™) (s+a)(s+b) ¢
insbes.: 1 (=¢(¢)!) é
; 1
2
Korrespondenztabelle siehe Skript S.387
1 . d _
X o7 | Y entspricht T dty(t)-i—y(t)—x(t)
Endwerttheorem: JLH; y(z)zliir}) sY (s) Vorraussetzungen (fir beide):
i S » zeitlicher Grenzwert existiert
Anfangswerttheorem: tl—I»I(; y(t)—sgr;s (s) e sF(s) hatkeinen Pol in der rechten Halbebene

Partialbruchzerlegung zur Riickiransformation

Za.si . 4
b Gls)=o i einfach reel: (s—p) 7
gegeben: s)= - P
2 fach reell (s—p) 4 A
n n-tach reell: s—p)" +..+
) P S—p (s—p)
1. Falls m=n: st B
Zerlegung in Polynom und echten Bruch. einfach komplex:  (s+as+b) %
s“+as+b
2. Nullstellen des Nenners bestimmen
A s+B A s+B
3. Ansatz gem. Art der Nullstellen: nfach komplex: (s*+as+b)" el SRl

s*+as+b  (s*+as+b)"
4. Koeffizientenvergleich

vgl. Ubungsskript $.31
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Blockschaltbilder

Rickgekoppelter Kreis: G
entspricht: G Herleitung siehe Skript S.28
— —>

1-GH

= G(z)= z b g(k)=ar1, weitere s. z-Transf.!
l—az?! z—«
G T
T=——e G=—xF
1+G -7
Stéraroh
FlihrungsgroBe Stellgrofe orgrobe B
/ Sollwert N Regelgrofie
Korrektureinricht. |->| Stelleinrichtung e Regelstrecke —
Messgrofie / Istwert Messeinrichtung |

sseinrichtung |«

Fihrungs-, Stér-Ubertragungsfunktion siche 5.48

Entkoppler
l _____________ J S.150; H99 A2¢)/d); FO1 A2 d); HO1 A2e)
LI [T]”w ; Y E I ]
o Y| _[Gu Gu|[Uy| o g —_Gu p __Gu
ey, |6y Gullu, oG, PGy

ggf. umzeichnen: mehrfach genutzte Blécke auftrennen,
vgl Block C bei Lsg. zu HO3 A2 f)

Bodediagramm
Man erhdlt das Bode-Diagramm des Kehrwertes einer Funktion indem man fir Amplituden- und dB-Tabelle
Phasengang die Vorzeichen wechsel.
: : . x  20logx
Annéherung durch Geraden fir G= 1 : mcx!maler Fehler im Amplitudengang 3,01 dB, 1 B
I+s ° maximaler Fehler im Phasengang 571° . 0
G = verhdlt sich 10 20
im Betragsgang wie , im Phasengang wie 100 40
| A(=G) = 4(G) , 2
1—-sT 1+sT 5T 10 "
+s ®(—G) =@ (G)—180° 3,162 10
1 1 31,62 30
1—sT 14+sT I+sT 2 6
3
vorm Zeichnen immer auf die Form 147 = 1+ bringen! 2
w Xy Ax+Ay
xm M'Ax

dB-Umrechnung

y=20logx < x=10"%
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Stabilitat

+ Ein nichtlineares System ist genau dann BIBO-stabil (= absolut stabil), wenn es auf jedes beschrénkte Eingangssignal
mit einem beschrénkten Ausgangssignal reagiert.
T
* Ein lineares System Gfs) ist genau dann BIBO-stabil (= absolut stabil), wenn f|g(t)|dt<oo YT
0
* Ein lineares System mit rationaler (1) Ubertragungsfunktion G(s) ist genau dann stabil, wenn alle Pole links der imagingren
Achse liegen, d.h. fir nicht iberkritisch geddmpfte Systeme 2. Ordnung —Cw, <0 < £ >0

+ Ein zeitdiskretes LTI-System ist genau dann BIBO-stabil, wenn 2. lg(k)l<= glle Pole liegen innerhalb des Einheitskreises.

+ Ein LTI-System (4, B,C) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im Inneren des
Einheitskreises liegen (siehe Jordansche Normalform: nur dann strebt das System aus jedem Anfangszustand in den Nullzustand).

Aus asymptotischer Stabilitét folgt BIBO-Stabilitét, aber nicht andersherum, da bei BIBO-Stabilitét nur die Beziehung von Ein-
und Ausgang, aber nicht der gesamte Zustandsvektor beriicksichtigt wird, vgl. S.322 unten.

*  Von zwei Systemen ist dasjenige mit der kirzeren Einstellzeit T; relativ stabiler.

+ Ein rickgekoppeltes System ist stabil, wenn @, > O (siehe unten!) ist.

Stabilitétsparameter

Ein riickgekoppeltes System wird instabil, wenn die Ortskurve der Ubertragungsfunktion G, des aufgeschnittenen
Kreises durch den kritischen Punkt (-1; Oi) verlauft.

vgl. 5.89f Phasenrand/-reserve ®; Amplitudenreserve 4p
Definition: Betrag, um den die Phase von Go gedndert werden | Faktor, mit dem Go multipliziert werden
kann, ehe das System instabil wird. miisste, damit das System instabil wird.

...in der Oriskurve: Winkel zwischen der neg. reellen Achse und der | Kehrwert des Abstandes des Punktes, an dem
Gerade durch den Ursprung und den Punkt, an die Ortskurve die reelle Achse schneidet, von
dem die Ortskurve den Einheitskreis schneidet. der imagindren Achse.

...im Bodediagramm: Abstand des Phasengangs von -180° bei der Dampfungsgrad bei der Frequenz, bei der die
Frequenz, bei der 4(w) O betragt. Phase -180° betréigt.

®=0 = Stabilitétsrand”, Pol auf imagindrer Achse!

Fir Systeme mit dominantem Polpaar und ®z€[0°; 70°] gilt: T=0,01'¢,, @, in Grad.

Rickgekoppelte Systeme

Vorteile rickgekoppelter Systeme

1. Der Einfluss von Parameteré@nderungen in der Regelstrecke kann durch Rijckkopplung vermindert werden.
2. Durch geeignete Riickkopplung lésst sich das station&re Verhalten eines Systems verbessern.
3. Durch geeignete Riickkopplung lésst sich das transiente Verhalten eines Systems beeinflussen. (stat. Fehler s.u.!)

4. Durch geeignete Rickkopplung lasst sich der Einfluss von StérgréBen verringern.

Nachteile rickgekoppelter Systeme

1. zusdtzliche Kosten, erhdhte Komplexitét, u.U. Zuverléssigkeitsprobleme

2. Systeme kénnen durch Rickkopplung instabil werden.
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Systeme 2. Ordnung

2 w,=1/\b Eigenf H

(6= () +a i (O +b () — T(s) = 1/b - wg i 0 igenfrequenz  [Hz],

s2+%s+1/b s*+2Cw,s+w; gZQL\/Z<1 Dé&mpfungsgrad [ 1 ].
Pole von T(s): s,,=—Cwy*+iw,V1-C*, o Gi(s) = wg ,Opfimale ?5mPfU“9”¢ £=07
vgl. auch S. 64 oben o s*+2Cw,s skritische Dampfung”: - £=1.0

2
‘\y(t) Maximales Uberschwingen =T o C=41- Ll
} 25 Mp P w1-2? Tpw,

1,0 . P S S m———
0,9 - :_::{::_—_.— | __:_“ \_/ '.IL e Cm 1n2M
i | J Mp:exp - e 0= #
i ; J1-¢? w4’ M,
i J i
1y | | 1 )
g ! i T =—————(m—arccos (|
1 | r 2"
0,1 +-—< E i Uberschwingzeit i Einstellzeit @y -z
o T Ts t  Abschétzen der Einhiillenden: mit 5|y (¢)—1] ~ ¢°“'
K folgt for 5=0.05: T,>—
Ansti it ur 6= 2 L=
nstiegszeit(en) olgt tir , Cw,
¢ im Bodediagramm:
20 e B\ S
dB
10 -
Alw)
0
-10
-20
-30
40— L L
0,1
Abhangigkeit der Parameter von € siehe Skript $.68 oben. Stabilitétsregionen abhéngig von T/ T siehe Skript

Qualitative Abhéngigkeiten: w, grofer = T /T, kleiner $.79 oben

®p groBer = M Kleiner Winkel der Stabilitatsregion: « = arctan

2
”;C ),5.78

Dominante Pole

Fir Systeme héherer Ordnung gelten obige Kenngréfien in guter Néherung, wenn zwei konjugiert komplexe Pole
dominant sind, d.h.: (vgl. Skript S.67f)

andere Pole liegen weit links von den dominanten Polen
(Realteil der dominanten Pole, sofern System nicht iberkritisch ged&mpft:: Twy 1)

— oder — wenn ein anderer Pol in der N&he der imaginéren Achse liegt, dann muss er nahe an einer Nullstelle liegen.

Begriindung (anhand eines Beispiels) siehe Skript S. 68f
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P-, Pl-, PD-, PID-Regler

P-Regler Forderung nach ,unverédndertem
dyn. Verhalten” / ,unverénderter
WK Eigenschaften: Verschiebung des idealer = realer P-Regler: Durchtrittsfrequenz”:
" Amplitudengangs (inkl. @, ) G=Ky lim |G |=1
Pl-Regler
K, Eigenschaften: zeitdiskret:
 Verringerung des stat. Fehlers idealer Regler: Gy =Kt G =K 4,z
K/s + bei geeigneter Dimensionierung kaum K, S z—1
! Beeinflussung des dynamischen Kp=K, s T:E - K, 1+sT
Verhaltens s
+  System wird langsamer realer Regler: G. = 1+sT 9,142
- K R1+saT Gr=Kpg 1
Phase wird abgesenkt o>1 : -

Dimensionierung realer Pl-Regler (vgl. S. 112, Aufg. 1.23)

—_

K aus gefordertem stationéren Fehler bestimmen (siehe unten)
2. Bodediagramm von K;G(s) zeichnen

3. falls erforderlich: aus gefordertem Phasenrand +5° Reserve auf w,,

schlieBen

4. T gem. Faustregel bestimmen: ,Nullstelle eine Dekade tiefer als
Durchtrittsfrequenz”: T = al)_(; (®z==0,1w),)

5. « {ber die nétige Abschwéchung bestimmen:

Bei w=w, muss das System um K, auf Null ,gezogen” werden:

! K /20
K, =20logo & =10 *

Alternative Dimensionierung: s. Aufg. 1.30!

Stationdrer Fehler

OO
-90°

v

/T

1/aT
Dimensionierung idaler Pl-Regler

1. Kj wie links

2. T gem. Faustregel: sofern die Regelstrecke
eine Uberwiegende (d.h. gréfte) Zeitkonstante

T, besitzt, wahle T=T,

e(t—ow) = lim sE(s) i W(s) 1 - A -1
s=0 ol TEG, (s) 1+G,(0) KK
mit Endwerttheorem,  mit G, Ubertragungsfunktion des  fir Sprung als Eingangssignal,  wenn sich die s
aufgeschnittenen Regelkreises, geeignet kiirzen.
[d.h. der stationére Fehler héingt nur von Go(0) ab!]
Systemtyp Sprung Rampe Parabel fir alle Signale gilt
t)=A4-¢(t t)=B-t t ZO,SC'IZ = .
(Regelstrecke hat N Pole wlt) A( ) wio) 5 wit) . w(t)=0firt<0!
im Ursprung) W(s)== W(s)== Wi(s)==
s s s
f.. — A
stat. Fehler fir N=0 +K, © ©
stat. Fehler fir N=1 0 BIK, 0
stat. Fehler fir N=2 0 0 CIK,

10
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PD-Regler
K. Eigenschaften: zeitdiskret:
*  Verbesserung des dyn. Verhaltens idealer Regler: G=Kp(l+sT)
K.s g?g{gcellf)rmsfrequenz hsher, Phasenrand idealer PD-Regler physikalisch nicht realisierbar, weil ein ideal

differenzierender Anteil fir beliebig hohe Frequenzen beliebig

* kaum Beeinflussung des stationéren hohe StellgrsBen erzeugen misste.

Verhaltens ler Redl LtsaT (=-1)
. realer Regler: _ SK q,(z—
. =K = e
System wird schneller G =K T1,7 LY S
+ Phase wird angehoben
o>1

Dimensionierung (vgl. S. 118, Aufg. 1.28)

—_

K aus gefordertem stationdren Fehler bestimmen (siehe links)

2. Bode-Diagramm von K;G(s) zeichnen

3. aus ¥ die zusétzlich notwendige Phasenvoreilung @4, bestimmen (O3 4
(+5° Reservel) Pota=Pr son = PrinT5° ;
4. mit Tabelle/Abb. unten « bestimmen 0° ' : ' >
o itte
5. neues W ablesen: die Frequenz, bei der A(w)=—10logx ist (s.u.! d.i. laT P 1T
gleichzeitig Stelle der gréBten Phasenvoreilung) 1
W, =—
1 \/& Mitte T\/&
6. Pol und Nullstelle bestimmen: T'= ; alT=—
w Ve w,
7. Neuzeichnen, Uberprifung, ob Bedingungen erfillt, ggf. Wdh. mit héherem « .
zur Bestimmung von « bei Dimensionierung
Cox—1 1+singp 80°
¢ = arcsin o a=——"
o+1 I—singp Padd | g0°
//
1) 20° 30° 35° 40° 45° 50° 55° 60° 65° 70° 75° 80° 407 i
o |
e 2 3 3,69 460 583 7,55 10,06 13,93 20,35 32,16 57,70 130,65 2
UO
—10logex -3,01 -4,77 -567 -6,63 -7,66 -8,78 -10,03 -11,44 -13,08 -1507 -17,61 -21,16 0 2 & 6 8 10 12 1% 16 18 20
O ——
PID-Regler
K, idealer Regler: realer Regler: >1 ; T,>BT, modifizierter Regler:
1 1+sT, 1+sBT 1+sT, 1+sBT
K/s Gy =Kp|1+—+sT = 172, G =K, — L.~ ""7°2
: S Y KTOR s 14sT, KTPR 1 4sal, 1+sT,
K 2
Kps __R +q,z+
b _T~(1+ST1)(1+ST2) seitdiskr.: GRZM
z(z—1)
Dimensionierung:

Die Dimensionierung des PI- und PD-Anteils kann getrennt nach obigen Regeln
durchgefihrt werden, bzw.:
erste 4 Schritte wie oben PD-Regler;

dowstiws b
D T] D BTz

T,
Aus |GR(‘UD)'GK(‘UD)|:1 =T

BT,w

VB

’

= |GR(s=wD)| =K,T,

_ 1
K RGlw,)|VB

Zeitbereich:

t
zeitkontinuierlich: y(¢)=K, e(t)+%fe(T)dT+TD%e(t) zeitdisk.: y(kT)=K|e(kT)+
10

11



Formelsammlung Systemtheorie

Operationsverstarker

R
r=—— 22—
vglKap 7.71 zB.5.124 bzw. =~ R +R,
——24R,
A

OP-Standardschaltungen vgl. ET1-Formelsammlung!

invertierender Verstérker Z, Z, G(s)=-2,1Z, ergibt...
R, R, —R,/R, P-Regler
1 1+sR,C,
R R,+—— _"hm i i
7 1 e, SR.C, idealer Pl-Regler
Zi 1 ~1
—| R, C. RC Integrator *)
U v 2 162
i
U, U 1 SR, C,
2 R1+T RZ _ (2)
N 1 1+SR1C1
R +L R4 1 C, 1+sR,C, R,C,>R,C, :realer PD-Regler
1 sC, 2 sC, C, 1+sR,C, R,C,<R,C, :realer PI-Regler

*) Problem bei Messung einer GréBe iber Integrator: auch Fehler werden integriert, Ausgangslage muss bekannt sein.

Totzeitglied

Verzdgerung des Eingangssignals um eine feste Zeitspanne T, d.h.: y(1)=K-x(¢—T)
Frequenzgang: Gliw)=Ke T,

1
sinnvoll: Tﬁm , weil sonst der
Amplitudengang:  4(w) =20logK (=0 £K=1), b

Phasengang zu stark abgesenkt wird.

Phasengang: P(w)=-wT (d.i. im Bodediagramm eine e-Funktion!)
_ 1 1 1
Néherung fir ,niedrige” Frequenzen per Taylorreihe: ¢ *7 = ~ = Gliw)~K-—
1+sT+%s2T2+... st Iriw?

_ 1
oder el = 1—5714'552 T*—..~1-sT, vgl. Anm. bei ,Bodediagramm”!

vgl. Aufg. 1.30

Schieberegister

Rickgekoppelte Schieberegister ohne Eingang erzeugen periodische Sequenzen (vgl. V-Rickiransformation). Wenn innerhalb
einer Periode alle 2"~! méglichen Zustéinde (auBer Nullzustand) angenommen werden, ist das Schieberegister
maximalperiodisch < das Nennerpolynom ist primitiv.

Scrambler / Descrambler

Achtung: Ubertragungsfunktion(Scrambler) - Ubertragungsfunktion(Descrambler) = j7/Anzahl Speicher g

siche Abb 5.225
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Bandbegrenzte Signale, Abtastung

Abtastung, Interpolation

Abtastung im Zeitbereich: ,Sieben” mit Dirac-Folge:

(¢)- D 6(t—nT)

n=—0o0

Abstastung im Frequenzbereich: Faltung mit Dirac-Folge:

L3 s
- w n_
TAnzf TA

S,(jw) = S(jw)

Interpoliertes Signal: s(z) = nT)si(2mB(t—nT))

1
T—ZZB ;B Bandbreite.
y

Nyquist-Frequenz:

Bedingungen fiir exakte digitale Simulation:

+ Alle Signale miissen bandbegrenzt sein

+  Signale missen mit mindestens Nyquistfrequenz
abgetastet sein

» analoges System muss ebenfalls bandbegrenzt sein
* Interpolation muss ideal sein

Das Spekirum eines nicht stetigen Signals ist nicht
bandbegrenzt, das Signal ist daher nicht exakt
rekonstruierbar.

Zur Rekonstruktion einer Funktion, deren Spektrum um w,,.; verschoben ist, muss die fir Abtastfrequenz

n-w

Raised-Cosine-Filter

T
P(w)—{ % l—sin% w_i_;r |, Bereiche wie in Skizze.
0
ple) = sifrr)- STt
1-(287)? T

nicht realisierbar, da Stolantwort unendlich lang!

Halteglied 0. Ordnung

Ple) = 1= 7] = 7usi(©T).e 3 ro=| |
w) = ” e si( 5 e l 0
Approximationsfehler
1
= H(w)e' " dw ‘ < — H(w)
27T \w\>JZ‘TrB 2-’T\(;.;|>JZ‘1TB|

Fehler des Abtastwertes bei nT Abschitzung fiir alle Fehlerwerte

S 0<t<T |
N sonst

[dw (5 198)

ast = Pmoq> MEN gelten, damit eine Wiederholung des Spektrums ,im Basisband”, d. h. mittig um die Null liegt.

(Achtung: nicht bandbegrenzt, Signal nicht
fehlerfrei rekonstruierbar!)

Diskrete Faltung

Elementarsignale
$sit) =arect (‘}“‘) tri(t)  f) =au rect(t/T) Yl
|
¢ — 1
.1 =
0 to 2 I
T si(2mfT/2)!
T
ESES B

=3 ul Losungsschemc
k=0
s/ ojojojolo
ukje|O|0O|0O|O0O]|0O
e—— | 0| 1| al|a¥ed]
N 1. u(k), g(k) aufzeichnen
N Q i 1| ala?|d? g ;rodite’:mg?j)ce:e}‘;agen
e— | N 2| ~3 . Diagonalsummen bilden
a8 a]a °/ (k) = k)% g(k)
- y(0) y(1) <
1 ° L
a glk)
w=2mf = 2n < T=2—Tr

13
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Zustandsgleichungen, Normalformen

Allgemeines zeitdiskretes System: Lineares zeitdiskretes System, d.h. X, /', n _sind linear:
Startwert £

y(k)
lax1]

Zade o) (o )
speicher 1k, )

(k) "

Zustandsgleichungen zeitdiskret: Zustandsgleichungen zeitkontinuierlich:
x(k+1)= flk,x(k),u(k)]= A x(k)+B-u(k) x(t) = F-x(t)+G-u(t)
y(k) =nlk,x(k),u(k)]=C x(k)+D-u(k) y(t)=H-x(1)+D-ul1)

Regelungs-, Beobachter-, Jordansche Normalform

Anm.: im zeitkontinuierlichen Integratoren statft der
Verzégerungselemente!

Vorzeichen der q; beachten!

1

_ bytbyzH.+b, 2"

= a0+alz.‘.+an_lz"7l+z"
-
S 0o 1 0 0
2 0 1 : 0
S 0 0 0 B=G=
2 : 1 0
S —a, —a, —a, —-a,_, 1
[
&
e =(by by .. b,_y) D=0
b z_”—i-b]z_”J'l-I-...-l—bnflz_1
E aoz_"+alz_”+1+...+l
£
[<] _
§ 0 0 ... a, 5
g 0 0 —a, bo
E’ 1 0 -a, B=G= .1
= :
_8 bnfl
s 0 ..0 1 -a,,
]
o
C=H=(00 ..01) D=0
r_lz-1 xl(k) /c\ n c;
L2 1 GV Glz)=2_—
i=1 i
£ D)
S & A0 0
) u(k) T %o(k) y(k) 0 A 0 !
E || Z II () A=F= 2 .| B=G= 1
© ) 0 0 A,
< 2/
73 L]
c .
<} . C=H=(c, c c,) D=0
g [ 21 Pl ) b
= | | o/
) hier: nur einfach Pole! komplexe Pole s. S.274f!
2/

Umwandlung von einer Normalform in eine andere iiber G(s) bzw. G(z)

14
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Aquivalentes zeitdiskretes Modell im Zustandsraum

(1) = F-x(t)+G-ult)

gesucht: das zum zeitkont. System yil) — Hox(0)+D-ult) dquivalente zeitdiskrete Modell x(kt1)= A -x(k)+B-ulk)

y(k) =C-x(k)+D-u(k)

T

Lésung: 4=Y¥(T,) B= f Y(1)Gdt C=H mit T Abtastrate, ¥ (¢)=L""{[1s—F]"] Lésungweg s. Seite 277f
0

Lésung der Zustandsgleichungen

i—1 . gespiegelte Steuerbarkeitsmatrix u (k . ) U beﬁrog U ngsmctrix/—fu n kﬁOﬂZ
x(k) = A" x(0)+ > A"/ Bu(j) = 4*x(0)+ (B, 4B,...,A*""-B) : (sofern nicht aus NF ablesbarl)
Jj=0
. u(0) G(V)=C[1V'=4]"'B+D
y(k) = C4*x(0)+ X C4*""I BU(j)+Du(k) G(z)=Cll-z—A]'B+D
j=0

autonom

erzwungen

wesentlicher Anteil fir Pole etc.!

(D k=0]

Erzwungener Anteil entspricht Faltung y(k) = u(k)*g(k) mit ,StoBantwort” g(k)= lcat18 k=]

Duale Systeme
Das zum linearen System (4,B,C) duale System wird durch (47, C7,B") beschrieben.

Das Ursprungssystem ist vollstéindig beobachtbar bzw. erreichbar, wenn das Ursprungssystem vollstéindig erreichbar bzw.
beobachtbar ist. (Anm.: beachte (C4%)" = (4T)*CT, vgl. S. 294f)

Erreichbarkeit, Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit

Def. Erreichbarkeit Def. Steuverbarkeit Def. Beobachtbarkeit
Ein System ist vollstéindig erreichbar, Ein System ist vollstéindig steuerbar, Ein System heif3t
wenn es durch geeignete Wahl des wenn ein beliebiger Zustand x(to) durch  vollsténdig beobachtbar, wenn man
Steuervektors im Zeitintervall (o) vom | geeignete Wahl der Eingangsfunktion u | bei bekannter Steuerfunktion ult) fir
Nullzustand in jeden beliebigen Zustand  in endlicher Zeit in den Endzustand x(t) = 74<¢=<f; aus der Messung von y(t) Gber
tberfuhrt werden kann: =0 tberfihrt werden kann: ein endliches Zeitintervall [#,t,)
x(¢,)=®(t,,1,,0,u) D(t,,t,,x(t,),u)=0 eindeutig auf den Zustand x(to) schlieBen
mit x(z,) beliebig, ,>1, mit x(z,) beliebig, #,>¢, kann.
Kriterien:
Bedingung: Wenn... ...genau dann ist das System... mit:
Rang Qg=n steverbar erreichbar Steverbarkeitsmatrix Qg =(4"""-B, A" *B, ..., 4B, B),
det A=0  vielleicht steuerbar c
Rang Qg<n nicht erreichbar CA

det A#0  nicht steverbar Beobachtbarkeitsmatrix: Q5 =| C4>

Rang Q p=n beobachtbar CA'n—l

nur fir erreich- und steuerbare Systeme existiert eine Regelungsnormalform, d.h.:
Wenn ein System in Regelungsnormalform vorliegt, ist es erreich- und steverbarl

Ein steuerbares System kann in héchstens n (Dimension des Systems) Schritten in den Nullzustand gebracht werden.

15
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Aquivalente Systeme

Def.: Zwei Systeme M, M* sind aquivalent, falls gilt: Zu jedem Anfangszustand x(0) von M existiert ein Zustand x*(0) von
M* und umgekehrt existiert zu jedem x*(0) ein x(0) so, dass zu jedem Zeitpunkt k=0 fir beliebige Eingangssequenzen die
beiden Systeme nicht unterscheidbare Ausgangssequenzen erzeugen, also:
x(k)=Sx(k) A x=8"'x(k) k=0 . . .

Basistransformationsmatrix S, um ein beliebiges steuerbares System in
Einsetzen in Zustandsgleichungen ergibt Regelungsnormalform zu bringen:

Ahnlichkeitsgesetze: 1 0 0 | mita Koeffizienten des char.. Polynoms
1 0 ol vonA:

X, (A)=det[1A—-A4]=ay+a,A+...

0"71

A=S8"'4S8 B=S"'B
C = CS D =D S = QS an72 a”71 1

0
(Anm.: S muss regulér seinl) 1| char. Polynom &ndert sich nicht!

a, a, as ... a,_,

Def.: Ein System M heif3t zero-state equivalent zu M*, wenn M und M* fiir verschwindenene Anfangsbedingungen uind
identische Eingangsfolgen u(k) identische Ausgangsfolgen y(k) erzeugen.

Minimal &quivalentes System

Suche R mit x,,,(k) = Rx(k), R [mXn]-Matrix mit m=Rang Q , C
I'iquivalenzgesetze: A,,;, hat die Form wie in RNF, ¢4

. R=| c42 |.das sind die ersten Zeilen von Qs
AminR = RA Bmin = RB auBerdem gllf,
=D C,.,=(10..0) ol

c,.R=C D
R4 = Oy ab zweiter Zeile!

min

Zur GréBe von m vgl. ,Synthese-Algorithmus”

" . N . . . . . . I
(Anm.: entspricht Ahnlichkeitsges., aber R muss nicht invertierbar sein!) S317 unfen!

Wird R mit einem Zeilenvektor zu einer reguléren quadratischen Transformationsmatrix S erweitert, so enthalt das mit S gebildete
System das minimal équivalente in den ersten Zeilen bzw. Spalten von A, B, C, D.

Regelung im Zustandsraum

Zustandsvektorriickfihrung

Def.: Ein LTI-System (A4, B,C) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im Inneren des
Einheitskreises liegen (siehe Jordansche Normalform: nur dann strebt das System aus jedem Anfangszustand in den
Nullzustand).

System nicht vollstéindig beobachtbar = Ausgang eignet nicht ... Swecke
fir Regelung. Lésung: Zustandsvektorrickfihrung. (k) | (k)

Zustandsgleichungen des dargestellten Systems:

x(k+1)=[A+BK|-x(k)+B-u(k) i A
y(k) =C-x(k) i -

(dh.iAllg. 4=4+BK ; C=C+DK)

Ziel: A+BK soll die geforderten Pole = Eigenwerte 2; K
(Erklérung s. S. 324 unten) haben. [pxn
(Wenn u skalar ist, ist K ein Zeilenvektor: K =(k, &k, ...))

Matrix, mit der die Stellgréfie zu multiplizieren ist, damit die asymptotische Differenz von Stell- und AusgangsgréfBe
verschwindet: M, = (C[1—(A+BK)["'B)™" (siche S. 323)
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Durch Zustandsvektorriickfihrung wird das System vollstéindig beobachtbar.

System in Regelungsnormalform gegeben:

1. Bestimme Koeffizienten @; zu gewinschten Eigenwerten: X ,, pr(A) = (A=24,)(A=2))... =@, +aA+...+a

2. Koeffizienten von K = (ko ki ...) in RNF sind gegeben durch k; = a;,—a; mit a; negativen Koeffizienten wie in Matrix A

(da Ain RNF entsprechen diese den Koeffizienten des char. Polyonms von Al)

+ System nicht in Regelungsnormalform:
1. Bestimme Ky wie oben (Achtung: @; aus char. Polynom X ,(A) = det[1A—A4] bestimmen!)
2. Bestimme Basistransformationsmatrix § (s. links), K = K pyz-S~" ist Rickkopplungsmatrix fiir allgemeines System

Alternativ: X, px(A) = det[1A—(A4+BK)| aufstellen und durch Vergleich mit

Xy (A) = (A=A (A=X,)... = g+ @ A+...+a@, A" 42" unbekannte Koeffizienten berechnen (S wird nicht gebraucht!)

Dead-Beat-Verhalten: Entwurf auf min. Einschwingzeit

Ziel: Ubergang x(0) — x(n) in héchstens n (Dimension des Systems) Schritten fir beliebige x(0), x(n)

Aus Ldsung der Zustandsgleichungen fir x(k) (siehe oben) folgt: (Abb.S. 330 oben?)
w(n—1)
© | =05"M(=4")x(0) = ulk)=1(0,...,1)-05"(—4")-x(k) , k beliebig
u(0)
Zustandsvektorriickfohrung ((u(k) = Kx(k) ): K =(0,...,1)-05"(=4") (*) 01 0 ... 0
+  System in Regelungsnormalform: K =(a, a, ... a, ;) (Vorzeichen beachtenl) = 4+BK = 0 01 0
00 ... 00
+  System nicht in Regelungsnormalform: nach () oder K = K-S~ (siehe
oben).
= T(z)=k(b, 2 "+b, ,z 2 +byz ") Das so geregelte System hat einen n-fachen Pol (=Eigenwert) im Ursprung,

minimale Einschwingzeit und eine endliche StoBantwort (FIR).

Luenberger-Beobachter

Ausgangslage: A, B, C bekannt, Eingang & Ausgang messbar,
Zustandsvariable nicht messbar = System simulieren, Zustand sché&tzen

« open loop (siche Abb. 5.331):
Fehler e(k+1)=x(k+1)=%(k+1)=A-e(k)=...=A4%¢(0), d.h. Schatzfehler verschwindet fiir asymptotisch stabiles System

asymptotisch.
Nachteil: nicht beeinflussbar!

+ Luenberger-Beobachter (closed loop):

(Vorraussetzung: System beobachtbarl)
Fehler e(k+1)=[A—LCJe(k), d.h.im ,Optimalfall”:

lx,—%,]=0 £ k>0 < A=LC (im skalaren Fall also I=alc 1)

(Vorraussetzung fir asymptotisch verschwindenen Fehler:
Eigenwerte von [A—LC| <1 (vgl. S. 322 oben)

Dimensionierung:
analog zu Zustandsvektorriickf, mit 4,=4" ; B,=—C"; K,=L" (vgl. z.B. FO2 A5)

(Regelung mit geschétztem Zustandsvektor siche néchste Seitel)
Nochmal explizit ,Dim mit min. Einstellzeit”2!
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Regelung mit geschatztem Zustandsvektor

(siche S. 334)
£ “Ell B I—b-—hl z-l ! [ l—iy —
H ) ' x(k+1)|_|[ 4 BK
:L_s:rgcke___________: x(k+1)) (LC A—LC+BK
E--;III ' """" o y y(k)=(C Q)H*
T T X

Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kalman-Filter

Woahrscheinlichkeitsrechnung

X, Y, Z, M Zufallsvariablen; x Zufallsvektor; a,b €R:

ElaX+bY]= a-EX +b-EY

E[X]= f x p(x)dx

X .Y stoch. unabh.

= E[XY|=EX-EY ; p(X,Y)=p(X)p(Y)

Bayes'sche Formel: p(x|y) = plx,y) plx)= fp(x,y)dy
r(y) ”
X gleichverteilt mit b Breite des Rechtecks = b = VI2Var X < VarX = %bz

pylx=f"1(Y,M))
d
Ef(X,M)‘

geg.: Px(x) y=f(X. M), py(m) = py(ylm)=

zB. c=a+b = plcla)= pyle=a) vgl. FS W'keitsrechnung S.4

" |o/ob[a+b]

Kalman-Filter

« Anforderungen:

+  GauB'sches Rauschen: Die Rauschprozesse [(m;| und {n,]

(AWGN), mittelwertfrei, statistisch unabhéngig:
En,=0 E[nn!]|=0,58,, Elm]|=0 E[mm|=R,5,
+  Anfangszustand xo des Prozesses gauBverteilt mit E[x,] = E

*  Markoff-Eigenschaft

E[mkan

« Vergleich mit Luenberger-Beobachter:

18

xund % zu 2n-dimensionalem Zustandsvektor zusammengefasst:

B
B

* (k)|

% (k) u(k)

[+ ] * : E X4 gesams = det[A1=(4+BK)]-det[A1—(4—LC)]
1
| :
1

Var[aX +b] = a* Var[ X |

Var[X +Y|= Var X +VarY

X .Y stoch. unabh.,
Z=X+Y = p(z2)=p(x)*p(y)

Korrelationsmatrix:

; ‘
o po.C
S=E[[*|xy)]= Y

b
y po,.0, oy,

p Korrelationskoeffizient.

seien additives, weifles gaufBsches Rauschen

=0

Var[x,] = P,
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« gemeinsame Zielsetzung: beide schatzen unbekannten Zustandsvektor

*  Unterschiede:

Luenberger:  Riickkopplungsmatrix zeitinvariant, |x,—%,| frei bestimmbar / méglichst schnell gegen Null.

Kalman: Rickkopplungsmatrix zeitvariant, E[|xk—)€k|2] méglichst klein, verrauschte Gréfien

- gegeben: verrauschtes System,
Systemgleichungen:  x,,, = A4, x,+B,u,+n,
Vi = Cpxtmy

« gesucht: Schatzwert minmaler Varianz

for Zustandsvektor, d.h. Ex\ym[lx—&(wlz | Y=Y sy | = min

(Integral dazu siehe S. 358 oben)

©

* Lasung: )Ac(ymess) = E[x|ymexx] = f x.p(x|ym6A§‘S)dx

—0

+ Notation: %, ;= E[x,|V ] mt Y, =y 0},
k Zeitpunkt, zu dem der Zustandsvektor geschatzt werden soll,
i Zeitpunkt des letzten in die Schétzung eingehenden Messwertes.

« j<k: Pradiktion, j = k: Filterung, j > k: Interpolation

 time update (tud):
measurement update (mud): %, , = E[x|Y,]

+ Kalman-Gleichungen:

« erstes tud: Y=Ey

X, =P,
e erstes mud: Y00 = 5c0+P0C€(COP0C5+R0)71~(y0—C0560)
* ndchstes tud: Xporx = A Xy By

Xp g1 = Elx|Y,_,] ,

Xra

Xkt Xk Xke1 .k
mud tud
Yi Uy

_ T
Z'1{+1,k - Akzk,kAk+Qk

-- s g T T -1 .
* nachstes mud: %, =%+, C(C Z L CoHR) (v —Criy )

Z‘k,k

+ Filterstruktur:

— T T =1 ~T
- Zk,k*l_zk,lcflck (Ckzk,kflck +Rk) Ck >

Kalman-Gain K, = Akzk,chlf(ckzk,kflC£+Rk)7l

Innovationssequenz ¥, = (y,—C % )

damit: Xpore = ApXp ot B+ Ky,

(die ,Innovationssequenz” bestimmt die Abweichung vom gegebenen

Messwert zum berechneten Messwert)

« Gleichungen fiir skalaren Fall:

+ erstes tud: X, =E,
I PoCy(¥o—coy)
e erstes mud: Xo0 = %ot 2
Co p0+r0
* ndchstes tud: X1 =ap %, p+bu,

o,=P,
22
_ PyC
000~ Po~ 3 N
CoPoTro

_ 2
Opsre = %0 kT4

Uk,k—lck(yk_ckjck,k—l)

* ndchstes mud: X, =%, +

) _ YTk k—1Ck
*  Kalman-Gain: k= 2 Y
Ch Ok =17k

2
CirOk k117

Ok k= Ok k-1~

A

— T T -1 T
200 = Py—P,Cy(C,P,Cy+R,)-P,Cy

Innovationssequenz: ¥, = (¥, —¢ X, 41

2
Ok k117

+ Sonderfédlle: R =0 kein Messrauschen, Messwert wird maximal gewichtet (wie beim Luenberger-Beob.)

0 =0 kein Systemrauschen, Varianz des Schétzwertes geht ohne Beriicksichtigung des Messwertes
vgl. F98 Aufg. 6 d)

for k-0 gegen Null

stationérer Endwert der Varianz” vgl. z.B. HO1 A6(e)
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Adaptive Systeme

+ Einordnung siehe S. 369

*  Modellierung eines unbekannten linearen, zeitdiskreten Systems als FIR- oder IIR-Filter

+ Adaptionsalgorithmus, der die unbekannten Koeffizienten z.B. nach Least Mean Square Error (LMSE) schétzt

+ fir FIR-Systemmodell (Vorteil: inhérent stabil):
«  g;(k) Filterkoeffizienten (vgl. Abb. 23.2 S.371)

« mit Vektorschreibweise, z.B. g(k)=(g,(k) g,(k) ... gy(k)", folgt (k)= g” (k)-u(k)

ruu(o) ruu(l) ruu(N) rW(O)
. Ry, = Elulk)u’ (k)] =| ") ruu“?f‘l) R, = Ely(Rutk)] =| D)
wN) F o (0) r ()

WiWik—n WiWk—n-1

E
= fTE[w(k)w(k—n)"]f = fTE f

Wi—tWi—n Wik—1Wk-n-1

2
Wi WiWr—1

2
Wi iWe Wiy

f etc.

* Fehler: E[e*(k)|=E[(y,~3,)’]= E[y’]-2¢"R,,+¢"R,, g

*  Fehler wird minimal fir g =R, /R, (sofem R, existiert) = E[e*(k)|=E[y*|-2¢"R  +g"R RR,

uu

yu

uu uu

= E[yZ]—ZgTRW-&-gTRyu

=E[y’]-¢"R,
* Ersetzen der Erwartungswertbildung durch Mittelung

« iteratives Verfahren: ,Gradientenverfahren” vgl. S$.377f

< .. glk+1)=g(k)+2Te(k)u(k) mit I =diag(y,.y,..... Yx) Diagonalmatrix mit wéhlbaren Koeffizienten (<1)

oy, klein: gute Mittelung der Messwerte, aber: langsame Adaption

Y; groB (nahe 1): schnelle Adaption, schnelles Abklingen eines Fehlers, aber: empfindlicher gegen Messrauschen.

+ fir lIR-Systemmodell (Nachteil: kann instabil werden) vgl. S. 379f

Matrizenrechnung

(4B)" = BT 4T a€R = a’=a
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