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Sprung: W(s) = K/s ;   Rampe W(s) = K/s2 ; 
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GradinRR      01,0 −≈ ϕϕξ  -  

Wenn ein dominantes Polpaar existiert 
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exp(-ξ·ω0t) 

K21 = -G21/G22 
K12 = -G12/G11 

G(s) = T(s) / [1-T(s)]        E(s) = 1-T(s)  
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T1< T2 
T2=αT1 
 
(real  PI-R) 
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1) e(∞) = f(K) = gegeb. Wert -> K 
2) Bode-D. aufzeichnen für K*G(s) 
3) φR + 5% -> ωD 
4) z =-1/T1 = -0,1 ωD  - Nullstelle eine Dekade tiefer ωD 

5) Bestimme Ka (Abschwäch. für ω = ωD ) ->  
20/10 αα K=  

6) p = -1/T2= -0,1ωD / α  
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T1> T2 

T1=αT2 
 
(real PD-R) 
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1) e(∞) = f(K) = gegeb. Wert -> K 
2) Bode-D. aufzeichnen für K*G(s) 

3) φAdd = φR + 5%  ->  α = 
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4) ωD= ω, bei der K*G(s) == -10log(α)  
5) 1/T2 = ωD* √α   - Polstelle      
    1/T1 = ωD/ √α    - Nullstelle         

   
 

Realer PID-Regler G(s) = ( )
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e(t→∞) für W(s)= Systemtyp 
N A/s 

(sprung) 
B/s2 

(Rampe) 
C/s3 

(parable) 
0 A/(1+K0) ∞ ∞ 
1 0 B/K0 ∞ 
2 0 0 C/K0 
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)sin()cos( ωωω ⋅+=⋅ je j                                       -1 = ,)12( π+⋅⋅ nje  n = 0,±1, ±2, …  ea*ln(b) = ba 
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Z1 Z2 G(s)=-Z2/Z1  

R1 R2 -R2/R1 P-R 
R1 R2 + 1/sC2 
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Ideal PI-R 
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R2C2 > R1C1 – real PD-R 
R2C2 < R1C1 – real PI-R 
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Regelungsnormalform 

            
    

  
 
Beobachternormalform 

 
Jordanische Normalform (einfache pole) 

  

  
Aquivalentes zeitdiskretes Model 
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Lösung der Zustandgleichungen 
im Zeitbereich      mit V-Transformation 

)()()0()(
1

0

1 kDujBuCAxCAky
k

j

jkk ++= ∑
−

=

−−   Y(V)=[C(IV-1-A)-1B+D]U(V) 

 Erzwungener Anteil 
Autonomer Anteil 

 
Steuerbarkeit (->X0) , Erreichbarkeit, Beobachtbarkeit 
Zeitdiskrete Systeme    C    Zeitkontinuirliche Systeme  
Qs = [An-1B,  An-2B,  …., AB,  B]      QB =  CA    (errechbarkeit == steuerbarkeit) 
     ……    Qs = [G, FG, …. Fn-1G]  
     CAn-1    QB =  
 det A ≠ 0 det A = 0 
Rang Qs = n Steuerbar 

Erreichbar 
Steuerbar 
Erreichbar 

Rang Qs < n Nicht steuerbar 
Nicht erreichbar 

Vielleicht steuerbar (keine Aussage) 
Nicht erreichbar 

H 
HF 
…. 
HF n-1 



Duale Systeme 
System   (A,    B,   C  )   System ist vollständig beobachtbar, wenn das duale System vollständig erreichbar 
Duales System   (AT,  CT,  BT) 
 
Änliche (algebraisch äquivalente systeme) 
A* = S-1AS   x(k) = S x* (k)  
B* = S-1B 
C* = CS      Zerlegung in Unterräume 
D* = D 
 
 
 
Bestimmung der Basistransformationsmatrix S auf Regelungsnormalform 
 0         0     1     0         0 
 0         0     0     1 0 
 0         ..            0 0 
1) B* =  .. 2) det [zI-A] = a0+a1z+a2z

2+ ... +an-1z
n-1 + zn  →  A*  =   ..    ....  

 ..         0        0     1 
 1         -a0  -a1    ……. -an-1 
 
3) sn = B        1      1 
    sn-1 = an-1B+AB      an-1      an-1 
    sn-2 = A2B+an-1AB+an-2B     an-2      an-2 
     für 0 ≤ j < n-1 →    sn-j = ( AjB    Aj-1B  …  AB  B)  …  s1 = ( An-1B    An-2B  …  AB  B) …. 
        an-j      a1 
    
 
S = (s1   s2   s3  … sn ) =  
 
4) C* = CS     und    D* = D 
 
Minimale Äquivalenete Systeme 
Gegeben ist System ∑      Minimales System  ∑* 

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k)    x*(k+1)=A*x*(k)+B*u(k) 
y(k) = Cx(k)     y(k) = C*x*(k) 
x : n –dimensionaler Zustandvektor    x : m –dimensionaler Zustandvektor, m≤n 

Äquivalenzgesetze   A*R = RA       B* = RB   C = C*R     D* = D 

1) m= Rang (QB) = Rang 
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4) Koeffizientenvergleich A*R = RA   →   A*     (A* = RAR†  , R† - Pseudoinverse ) 
5) C*= (1 0 0 .. )        B*=RB            D* = D 
  m 
 
 
 
Einige Matrizenrechenregeln : 
 










−
−

−
=









−
−

−
=








−

ac

bd

bcadab

cd

bcaddc

ba
T

11
1

                  







=







−

01

10

01

10
1

  

 
 

j+1 

j+1 



Regelung im Zustandraum 
 

RNF:  A*+B*K* = 
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Suche nach K 
 
1) Bestimme ai (0≤i≤n-1) aus det[I·z-A] = a0 + a1z + a2z

2 + … + an-1z
n-1 + zn  = (z-λ1)( z-λ1)…( z-λn) 

2) Festlege gewünschte 
iλ~  (1≤i≤n) und berechne ia~  (0≤i≤n-1) aus nn

nn zzazaazzz ++++=−−− −
−
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3) Berechne 00
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~aak −=         11
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1

~aak −=       …. 11
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1
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−−− −= nnn aak    →  K * = (k*
0   k

*
1  … k*

n-1 ) 

4) Bestimme S 
 
 
 
5) K=K*S-1 
 
Dead-Beat-Verhalten  K* = (a0, a1, … ,an-1)    - Alle Pole des Gesamtsystems pi=0     (Dead-Beat Regler, FIR-Filter, Endliche  

StoßAntwort) 
 
Luenberger Beobachter  
     
e(k+1) = (A-LC) e(k)   
     
AL ⌐ AT 
BL ⌐ -CT 
KL ⌐ LT 
det[zI-(A-LC)] = 
  = det [zI – (AL+BLCL)] 

Regelung mit geschätztem Vektor  
 
 

 

 
 
Seperationseigenschaft: 
 
χAtot (z) = det[zI-Atot] = det [zI – (A+BK)]·det [zI – (A-LC)] 
 

 
Suche nach L 
1) Bestimme ai (0≤i≤n-1) aus det[I·z-A] = a0 + a1z + a2z

2 + … + an-1z
n-1 + zn  = (z-λ1)( z-λ1)…( z-λn) 

2) Festlege gewünschte iλ~  (1≤i≤n) und berechne ia~  (0≤i≤n-1) aus nn
nn zzazaazzz ++++=−−− −

−
1
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3) Berechne 00
*
0

~aal −=         11
*
1

~aal −=       …. 11
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1
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−−− −= nnn aal    →  L *  = (l* 0   l
*
1  … l*n-1 ) 

4) Bestimme Qs = ( )TTTTnT CCACA −−− −
,,.....,

1
 

 

4) Bestimme S = Qs ·          = ( )TTTTnT CCACA −−− −
,,.....,

1
 

 
 
 
5) L=(L*S-1)T 
 
Dead-Beat-Verhalten  L*  = (a0, a1, … ,an-1)  
 



Kalman Filter 
 
Markoff-Eigenschaft : 
 p(xk| xk-1 , xk-2 , …, x0) = p(xk| xk-1)    
→  p(xk, xk-1 ,…, x0) = p(xk| xk-1)· p(xk-1| xk-2)· … ·p(x1| x0)· p(x0) 
 

Schätzwert mit minimaler bedingter Fehlervarianz :  yxEyx |)(ˆ =  

[ ] ],...,[        |)(ˆ 0, jkjkjk yyYYxEyx ==  
k – Zeitpunkt, zu dem Zustandvektor geschätz werden soll  
j – Zeitpunkt des letzten in die Schätzung eingehnden Meßwertes 
  
Randbedingungen: 
System    linear, zeitdiskret, erfüllt Gauß-Markoff-Eigenschaft 
Rauschen   mittelwertfrei, weiß, gauscheß Rauschen, unkorreliert 
 
Gleichungen: 

 
 
Anfangsbedingungen (entsp. ersten tud): 

  
 
Filterstruktur: 

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            1/(1+sT) ≈exp(-sT)    δ(T) 
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  si2(ω0t)           π/ω0 · tri(ω/2ω0)                       
  δ(t-T0)        exp(-jωT0)                              

 

Fourier - Transformation 
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Primitive Polynome (primitiv -> irreduzible) 
V+1 
 
V2+V+1 
 
V3 + V + 1   
V3 + V2 + 1 
  
V4 + V + 1   
V4 + V3 + 1 
 
V5 + V2 + 1  
V5 + V3 + 1 
  
V5 + V3 + V2 + V + 1   
V5 + V4 + V2 + V + 1   
V5 + V4 + V3 + V + 1   
V5 + V4 + V3 + V2 + 1 
 
V6 + V + 1 
V6 + V5 + 1 
V6 + V5 + V2 + V + 1   
V6 + V4 + V3 + V + 1   
V6 + V5 + V4 + V + 1   
V6 + V5 + V3 + V2 + 1   
 
V7 + V + 1   
V7 + V3 + 1  
V7 + V4 + 1  
V7 + V6 + 1 
V7 + V3 + V2 + V + 1   
V7 + V5 + V2 + V + 1   
V7 + V5 + V3 + V + 1   
V7 + V6 + V3 + V + 1   
V7 + V6 + V4 + V + 1   
V7 + V6 + V4 + V2 + 1   
V7 + V6 + V5 + V2 + 1   
V7 + V4 + V3 + V2 + 1   
V7 + V5 + V4 + V3 + 1   
V7 + V6 + V5 + V4 + 1   
V7 + V5 + V4 + V3 + V2 + V + 1   

V7 + V6 + V5 + V3 + V2 + V + 1   
V7 + V6 + V5 + V4 + V2 + V + 1   
V7 + V6 + V5 + V4 + V3 + V2 + 1   
 
V8 + V7 + V2 + V + 1   
V8 + V5 + V3 + V + 1   
V8 + V6 + V5 + V + 1   
V8 + V7 + V6 + V + 1   
V8 + V4 + V3 + V2 + 1   
V8 + V5 + V3 + V2 + 1   
V8 + V6 + V3 + V2 + 1   
V8 + V7 + V3 + V2 + 1   
V8 + V6 + V5 + V2 + 1   
V8 + V6 + V5 + V3 + 1   
V8 + V7 + V5 + V3 + 1   
V8 + V6 + V5 + V4 + 1 
V8 + V6 + V4 + V3 + V2 + V + 1   
V8 + V7 + V6 + V3 + V2 + V + 1   
V8 + V7 + V6 + V5 + V2 + V + 1   
V8 + V7 + V6 + V5 + V4 + V2 + 1   
 
 
 
Irreduzible Polynome (aber NICHT primitive) 
  
V8 + V6 + V5 + V4 + V2 + V + 1   
V8 + V7 + V6 + V5 + V4 + V + 1 
V8 + V7 + V5 + V4 + V3 + V2 + 1 
V8 + V7 + V6 + V4 + V2 + V + 1 
V8 + V7 + V3 + V + 1 
V8 + V4 + V3 + V + 1 
V8 + V5 + V4 + V3 + V2 + V + 1 
V8 + V7 + V6 + V5 + V4 + V3 + 1 
V8 + V5 + V4 + V3 + 1 
V8 + V7 + V5 + V4 + 1 
V8 + V7 + V6 + V4 + V3 + V2 + 1   
V8 + V7 + V5 + V + 1 
V8 + V7 + V4 + V3 + V2 + V + 1   
V8 + V6 + V5 + V4 + V3 + V + 1 

 
V-transformation   
            
{0,1,0,0, ….}          V  
{1,0,0,0,…..}          1  

Rücktransformation 
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Verschiebungsätze 
F-k = VkF   -Rechtsverschiebung 
F+k = V-k –[f(0)V-k + f(1)V-(k-1) + … + f(k-1)V-1]   - Linksverschiebung 
 
 

Y(V) = Pn(V) / Qm(V) → {y(k)} 

m>n 
ja 

nein 

Ausdividieren  

Rest=0 
nein 

ja 

{y(k)}= {y 0,y1, …yn-m,0…}          Y(V) 

Periodischer Ansatz 

12      ,
1

)(

)(

)(

)(

)(
)( −≤

+
== m

p
p

V

VR

VE

VE

VQ

VP
VY  

)()()(     

)(:)1()(

VEVPVR

VQVVE p

⋅=
+=⇒

 

 
→ {y(k)}= {y 0,y1, …yp-1,…} 

1) Anfangsgliedern bestimmen 
2) Periodischer Ansatz für Rest 
 
{y(k)}= {y 0,y1, …yi,yi+1, ...,yi+q,…} 



 
Mathematik: 
 

)sin()cos( ωωω ⋅+=⋅ je j                                    -1 = ,)12( π+⋅⋅ nje  n = 0,±1, ±2, …  ea*ln(b) = ba 
 
arctan(-x) = -arctan(x) 
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Abtastung 

fNyquist = B
T

2
1 =  

 
 
Rekonstruktion aus abtastwerten 
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Approximation durch Abschneiden (Truncation) 
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Digitale Simulation 
Exakter digitaler Simulator wenn 

1) das Eingangssignal bandbegrenzt ist und mit mindestens Nyquistfrequnz abgetastet wird (B≤1/2T) 
2) das analoge System ebenfalls die Forderung nach Bandbegrenztheit erfüllt (B≤1/2T) 
3) nachfolgende Interpolator ideal ist 

 
Approximation durch einen digitalen Simulator 
Approximationsfehler: 

 
 
 
Zeitdiskretes Modell 
 

mTt
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yp
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⋅=         c = a + b   , a und b – statistisch unabhängig 

Var{x} = E{x 2} – E2{x}   → p(c) = p(a) * p(b)  
Var{Cx} = C2Var{x}   E(c) = E(a) + E(b) 
     Var(c) = Var(a) + Var (b) 
Gegeben: px(x) , y = f(x,m), p(m) 

1) p(y|m) = 
)(

)),((
/
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xf

myfxpx
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2) p(y,m) = p(y|m)·p(m) 

3) py(y) = ∫
∞

∞−

dmmyp ),(  
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