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Musterlosung
Aufgabe 1 (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Matrix
0 2 -4
A=(4 -7 =2
0 0 -8

diagonalisierbar ist, und bestimmen Sie eine Matrix B, so dass B —1 AB eine Diagonalmatrix ist.

Losung
Bestimme zunichst die Eigenwerte von A.
Berechne dazu das charakteristische Polynom von A und dessen Nullstellen.

-2 —4
pa(A)=det| 4 —-7-Xx -2 M
0 0 —8-2)
=-AT7T+NB+X)+808+1) 6]
=(A=1)(=A* — 16X — 64) (1)
——(A—1)(A+8)? D

Die Eigenwerte von A sind A\; = 1 (algebraische Vielfachheit 1) und Ao = —8 (algebraische Vielfachheit 2).

Bestimme die Eigenvektoren von A.

)\1 =1:

Lose (A — A\ 1)v =0: (D
-1 2 -4 -1 2 -4

A-MI=(4 -8 2] — |0 0 -18 (1)
0 0 -9 0 0 O

= —v1 +2v —4v3 =0 A —18v3 = 0.
Setze vo =t = vy = 2t.

2
= Kern(A — A\ I) = span 1 (geometrische Vielfachheit 1). €))]
0
)\2 = —8&:
Lose (A — Aol)v = 0: €))
8 2 —4 4 1 =2
A—XI=14 1 2] — |0 0 O (D
0 0 O 0 0 O
= —4vy + vy — 2v3 = 0.
Setze vi = tund vy = s = vz = 2t + s/2.
0 1
= Kern(A — X\yI) = span 21,10 (geometrische Vielfachheit 2). 2)
1 2

Fiir jeden Eigenwert von A gilt n44(\) = ngeo(A). = A ist diagonalisierbar.
2 01 1 0 0

MitB:= |1 2 0| giltdannB~'AB= (0 -8 0 |. N
0 1 2 0 0 -8



Aufgabe 2 (10 Punkte)
Zeigen Sie mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung die Ungleichung

Wii(z) >3 firalles e (%g)

s
4

Losung
Fir z € (%, g) istex — § € (0, g)

= Aussage dquivalent zu: tan(z) > 3 (z — F) firallex € (§,%). (1)
Mit f(z) = tan(z) gilt: (D
[ stetig auf [T x
[4 ] fiir alle x € (z, E) @))]
[ differenzierbar auf (F,x) 472
mit f/(£) = 1 + tan?(€). (1)
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt nun die Existenz eines £ € (%7 x) , so dass )]
tan(x) — tan(w/4) = (1 + tan?(&))(x — 7/4). 2)
Wegen tan(w/4) = 1 folgt
tan(z) = (1 + tan?(¢))(z — w/4) + 1. (D
Mit £ > 7/4 ist tan(§) > 1, also auch tan?(¢) > 1. Demzufolge ist
tan(z) > 2(x — w/4) + 1. (1)
Mit z — 7/4 < w/4 < 1ist nun
tan(z) > 2(x — w/4) + (x — w/4) = 3(x — 7/4). (1
Aufgabe 3 (10 Punkte)
Berechnen Sie das unbestimmte Integral I = / vzt + 1ldx.
Losung
d
Mit der Substitution z = z2, d—z = 2z gilt 2)
x
1
1= [vesie M)
Mit der Substitution z = sinh(¢) gilt (1)
1
I=; / \/sinh?(€) + 1 cosh(¢) d¢. (1)
Wegen sinh?(€) 4+ 1 = cosh?(€) ist nun
1
I=3 /coshQ(f) d¢ 6]
1 .
= ~(sinh(€) cosh(€) +¢) 1)
+c 1
1 1
=1 (z\/ 22+1+ arsinh(z)) +c= 1 (ch\/ 2+ 14 arsinh(xZ)) +ec. )



Aufgabe 4 (10 Punkte)
Geben Sie einen Beweis zu der Aussage 6.7.8.iii der Vorlesung an.
Zur Erinnerung: Diese Aussage lautet

1 1
artanh(z) = ilog (Ji) firallex € (—1,1).

Losungsvariante 1: ,,Mittelwertsatz der Differentialrechnung*

Ansatz: Berechnung der Ableitungen und Vergleich der Funktionen an einem Punkt. 2
d
Laut Skript (6.7.9.iii) ist d—artanh(a:) = 5 furallex € (—1,1). )
= _
ooood (1 1+ 11-z(1—2)—(—(1+x))
Weiterhin gilt — | - 1 ==
crieriin 8t gx (2 Og(l—x)) 21 +a 1—z)?
1 2 1
== = firallez € (—1,1). 3
ST ) 1_gz urallere(=11) )
. 140
AuBerdem ist artanh(0) = 0 = 3 log o (2)
Folgerung 5.3.5 liefert jetzt die Behauptung. 1)
Liisungsvariante 2: ,,Substitution*
1
artanh(z) = log T Rk
Setze y = artanh( ), ¥ € (—00, +00).
1 1 + tanh(y)
Sy=_1 —= . 3
Yy giee (1 — tanh(y) )
Setze die Definition des tanh ein.
1 1+ 92y
Sy=_log| —t" 3)
2 L— Ew_rzw
1 eV +eV4e¥—eY 1 2eY 1 9 1
=1 =1 =-1 V)=--2y=uy. 4
2 Og(ey+e—y—ey—|—e—y) 2 Og(2e—y> 2 og (¢*) g WY @

Liisungsvariante : ,,Anwenden der Funktion tanh*

1
artanh(z) = log (1 + x)
x

1 1+x
& o = tanh(artanh(x)) = tanh (2 log (1 — x)) 3)

Setze die Definition des tanh ein.

exp(llog(“”‘ )—exp (%1 g(}j_—;))
S = ; : . 3)
exp (%log(frf)) + exp (51 og (ﬁ))
14z  [l-x
so= == &)
=ty

- \/1—|—x+\/1—x \/1+m \/1—30
T - = — .
1—x 1+ 11—z 1+
e 1+ T .
Multiplikation mit 1 liefert die Aquivalenz des letzten Terms mit
-

1 1
z- +1:+1 = +:c_1
1—x 1—2x

Multiplikation mit (1 — z) liefert die Aquivalenz des letzten Terms mit
z-l+z+l—a)=1+2—(1—=x).
T2 =2z (2)

Bemerkung zu den Lésungsvarianten 2 und 3:

Fiir dhnliche Losungswege gilt: Auf die korrekte Anwendung der Funktion tanh auf die gesamte Gleichung bzw. die
richtige Verwendung einer Substitution, die eine der Funktionen tanh oder artanh beinhaltet, entfallen 3 Punkte. Fiir
die Verwendung der definierenden Gleichung des tanh sind weitere 3 Punkte veranschlagt. Die restlichen 4 Punkte
werden vergeben fiir die Riickfiihrung auf eine offensichtlich wahre Aussage.



Aufgabe 5 (12 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem fiir u = u(z)

4u" (z) — 8u/(z) + 3u(z) = sin(z), firz > 0,
10

Losung

1. Homogene Losung:

Berechne die charakteristische Gleichung:
AN —BA+3=0A-1)2=1/4=0& X\ =1/2A X = 3/2.

= Lnom = {un(z) = c16¥/2 + 2€3/2 : ¢, co € R}

2. Spezielle Losung: Ansatz vom Typ der rechten Seite

Fiir a1, as € R beginne mit dem Ansatz
us(x) = ay sin(z) + a cos(x)
und setze dies in die Differentialgleichung ein.

= 4u! (x) — 8ul(x) + 3us(x) = sin(x)

& 4(—aq sin(x) — ag cos(x)) — 8(ay cos(x) — ag sin(x)) + 3(ay sin(x) + as cos(z)) = sin(x)

& (—a1 + 8ag) sin(x) + (—ag — 8a1) cos(x) = sin(x)

— 8 =1 =-8 =-1/65
i{ a1 + dag @{ az ay @{ a1 /

AN —ay—8a; =0 N aq 2—1/65 Nag = 8/65
= us(x) = —1/65 - sin(x) 4+ 8/65 - cos(x)
Linn = {u(z) = c16%/? + c2€3/2 — 1/65 - sin(z) + 8/65 - cos(z) : c1, co € R}

3. Anfangswertproblem

Lose das AWP. Berechne dazu die Konstanten aus den gegebenen Anfangswerten.

u(0) = o+ ¢ + 8/65 = 10/65
Ad'(0) = 1/2-¢1 + 3/2:¢cc — 1/65 = 0
1 = 2/65 — C2 Co = 0
<~ =
A1/65 — /2 + 3c/2-1/65=0 ANep = 2/65

= u(z) = 2/65 - e*/2 —1/65 - sin(z) + 8/65 - cos(z) ist die eindeutige Losung des AWPs.
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