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A19) I (Γ) =
´

3 (x− y) |x− y| dx + 3 (y − x) |y − x| dy

Γ ∈ R2 zu zeigen gilt I (Γ)ist wegunabhängig

Zu suchen gilt h : R2 → R mit ∇h =
(

3 (x− y) |x− y|
3 (y − x) |y − x|

)
.

´
|x− y| dx =

x− y
2
|x− y|+ C

d

dx

x− y
2
|x− y| = 1

2
(x− y + (x− y)

d

dx
|x− y|

Fallunterscheidung

1. Fall x > y :
d

dx

x− y
2
|x− y| = 1

2
(|x− y|+ (x− y) · 1) = |x− y|

2. Fall x < y :
d

dx

x− y
2
|x− y| = 1

2
(|x− y|+ (x− y)(−1)) = |x− y|

3. Fall x = y :
d

dx

x− y
2
|x− y| läss sich stetig in x = y fortsetzen ⇒ |x− y|

´
(x− y) |x− y| dx Substitution=

(x− y)2

2
|x− y| −

´ x− y
2
|x− y| dx

Substitution

u′(x) = |x− y| u(x) =
x− y

2
|x− y|

v(x) = (x− y) v′(x) = 1

⇒
´

(x− y) |x− y| dx =
1
3

(x− y)2 |x− y| (*)

Nun gelte:

{
a (x, y) := 3 (x− y) |x− y|
b (x, y) := 3 (y − x) |x− y|

⇒


´
a dx = 3

´
(x− y) |x− y| dx (∗)

= (x− y)2 |x− y|´
b dx = 3

´
(y − x) |x− y| dy (∗)

= (y − x)2 |y − x|

Nun sei h : R2 → R (x− y)→ (x− y)2 |x− y|
ist die gesuchte Potentialfuktion, da sie den entsprechenden Gradienten hat
d.h I (Γ)ist wegunabhängig.

Γ : γ (x) = (cos (πt) + t , t− sin (2πt)) für t ≤ t ≤ 4
Gesucht I (Γ) =

´
Γ

3 (x− y) |x− y| dx+ 3 (y − x) |y − x| dy

Da eine Sogenannte Potentialfunktion existiert kann

⇒ I (Γ) = h (Q)−h (P ) bestimmt werden mit

{
Q = Endpunkt

P = Anfangspunkt
vonΓ
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Q = γ (4) = (1 + 4 , 4− 0) = (5 , 4)
P = γ (1) = (−1 + 1 , 1− 0) = (0 , 1)
⇒ I (Γ) = h (5, 4)− h (0, 1) = 1− 1 = 0

A20) T : R\ {0} × R→ R
mit T (x?, y?) = (x? − x?y? , x?y?) = (x, y)

a) Bestimme T−1

Löse

{
(1) x = x? − x?y?

(2) y = x?y?
nach x? bzw y? auf.(1) + (2) x? = x+ y (3)

(3)in(2) y? =
y

x+ y
wenn x+ y = x? 6= 0

Damit gilt : T−1 : R2\
{

(x, y) ∈ R2; x = −y
}
→ R

T−1(x, y) =
(
x+ y ,

y

x+ y

)
∣∣∣∣ ∂(x, y)
∂ (x?, y?)

∣∣∣∣ = |det DT (x?, y?)| =
∣∣∣∣det

(
1− y? −x?

y? x?

)∣∣∣∣
= |(1− y?)x? + x?y?| = |x?|

b) Gegeben sei das Gebiet G , welches begrenzt durch die Geraden
x+y = 1 , x+y = 2 , x = 0 , y = 0 wird und den Punkt P

(
1
2 , 1

)
enthält.

Berechne G? = T−1 (G).

Gebiet G Transformiertes Gebiet G?
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T−1
({

(x, y) ∈ R2 ; x+ y = 2
})

=
{(

2 ,
y

2

)
; y ∈ R

}
T−1

({
(x, y) ∈ R2 ; x+ y = 1

})
=
{(

1 ,
y

1

)
; y ∈ R

}
T−1

({
(x, y) ∈ R2 ; x = 0 , y 6= 0

})
=
{(

y ,
y

y
= 1
)

; y 6= 0
}

T−1
({

(x, y) ∈ R2 ; x = 0 , y 6= 0
})

= {(x , 0) ; x 6= 0}

T−1 (P ) =
(

3
2
,

2
3

)
= Q

Skizze des Transformierten Gebietes G?

c) Berechne das Integral
´
G

e

y

y + x dx dy

∂G , ∂G?seien Reguläre Kurven
T : G? → G ist bijektiv und stetig di�'bar.

f (x, y) = e

y

x+ y dx dy stetig auf Ḡ

f (T (x?, y?)) = e

 x?y?

x? − x?y? + x?y?


= e

x?y?

x?


= e(y?)

⇒Transformationssatz anwendbar

´
G

e

y

y + x dx dy =
´
G?

ey?

x?dx?dy? =
2́

x?=1

1́

y?=0

ey?

x?dy?dx? =
2́

1

[
x?ey?]1

0
dx? =

2́

1

x?
(
e1 − 1

)
dx?

= (e− 1)
2́

1

x?dx? = (e− 1)
1
2

(4− 1) =
3
2

(e− 1)

A21) Gegeben sei das Gebiet
G :=

{
(x, y) ∈ R2 |x > 0 , |y| < x2 + y2 < 1

}
Bestimme das Integral

´
G

x

(x2 + y2)2 + 1
dxdy

1. Fall y > 0 : y < x2 + y2 ⇔ 0 < x2 + y2 − y = x2 +
(
y − 1

2

)2

− 1
4

⇔ 1
4
< x2 +

(
y − 1

2

)2

2. Fall y < 0 : analog

⇔ 1
4
< x2 +

(
y +

1
2

)2

G symentrisch bzgl. der x-Achse, der Integrand ist gerade in y
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⇒
´
G

= 2 ·
´

G+

NR: y < x2 + y2 < 1 sinϕ · r < r2 < 1 ⇒ sinϕ < r < 1
Transformation auf Polarkoordianten :
Funktionaldeterminanten : r = |detDT (r, ϕ)| = r cosϕ

x4 + 1
r dr dϕ

´
G

x

(x2 + y2)2 + 1
dxdy = 2 ·

´
T−1(G+)

T−1 (G+) =
{

(r, ϕ) : 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, sinϕ < r < 1

}

⇒ I = 2

π

2́

ϕ=0

1́

r=sin ϕ

r2 cosϕ
r4 + 1

dϕdr

T−1 (G+) = {(r, ϕ) 0 < r < 1 , 0 < ϕ < arcsin r}

I = 2
1́

r=0

arcsin r´
ϕ=0

r2 cosϕ
r4 + 1

dϕdr = 2
1́

0

r3

r4 + 1
dr =

1
2

1́

0

4r3

r4 + 1
dr

=
1
2
[
ln
(
r4 + 1

)]1
0

=
1
2
ln2

Gebiet G Transformiertes Gebiet G?
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