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A3)

f(x1, x2) =
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19 für (x1, x2) = (0, 0)

a)

Zu zeigen gilt : Es gibt ein a ∈ R2und eine Funktion :

R (x1, x2) mit
R (x1, x2)
|| (x1, x2) ||

→ 0

sodass
f(x1, x2)− f(0, 0) =< a; (x1, x2) >= a1x1 + a2x2 +R (x1, x2) gilt.
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(5, 0) ∗ (x1, x2) +R (x1, x2)

Es bleibt zu zeigen, dass
R (x1, x2)
|| (x1, x2) ||

→ 0 für ||x1, x2|| → 0
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≤ 7 ‖x1, x2‖+‖x1, x2‖3 → 0

b)

∂x1f(x1, x2) = 5+4x3
1 ·cos(...)+x4

1 ·(−sin(...)) · 9 · (−2) · 2x1
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Betrachte

∂x1f(x1, x2)|(0,0) = lim
h→0

f(x1 + h, x2) − f(x1, x2) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

=

lim
h→0

19 + 5h+ h4cos
9
h4
− 19

h
= 5 + lim

h→0
h3cos

9
h4

= 5 + 0 = 5
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∂x1f(x1, x2) = 5+4x3
1cos
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3 für

(x1, x2) 6= (0, 0)

∂x1f(x, 0) =

5 + 4x3
1cos

(
9
x4

1

)
+

36
x1
· sin

(
9
x4

1

)
für x1 6= 0

5 für x1 = 0
Analoge betrachtung von lim

x1→0
x2 6=0

∂x1f(x1, 0) führt dazu das Fkt. nicht stetig

partiell di�'bar ist.

A4)

i)

Annahme: f in xodi�'bar , d.h ∀xin einer Umgebung x0gilt:

f(x) = f(x0)+c·(x1−x0)+R(x) mitR(x) = o(‖ x1−x0 ‖)⇔ lim
x→x0

R(x)
‖ x− x0 ‖

=

0 wobei c = ∇f (x0) ist.
Sei ‖ a ‖= 1 sowie x = x0 + h · a so gilt für |h| =‖ x− x0 ‖
f (x0 + h · a)− f (x0) = c · h · a+R (x0 + h · a)
Nun ist:
∂f

∂a
(x0) =

Def.
= lim

h→0

f ′ (x0 + h · a)− f (x0)
h

= lim
h→0

c · a · h+R (x0 + h · a)
h

=

ca+ 0 = ∇f (x0) · a q.e.d

ii)∣∣∣∣∂f∂a |x0|
∣∣∣∣ = |∇f (x0) ε|

ε≤V
≤ ‖∇f (x0)‖ · ‖a‖ = ‖∇f (x0)‖q.e.d

iii)

Gilt ∇f (x0) = 0 ⇒für alle Richtung a ?
∂f

∂a
(x0) = 0 also ab jetzt ∇f (x0) = 0

a0 =
∇f (x0)
‖ ∇f (x0) ‖

Dann wird damit eine Richtung de�niert.

Mit
∂f

∂a0
(x0) = ∇f (x0) · a0 =

(∇f (x0))
2

‖ ∇f (x0) ‖
=
‖ ∇f (x0) ‖2

‖ ∇f (x0) ‖
=‖ ∇f (x0) ‖

⇒ ∂f

∂a0
(x0) istmaximal q.e.d.

A5)

Zu Untersuchen gilt: f (x, y) = x2exy + 4sin(y(1− x))
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f(0, 0) = 0
fx(x, y) = 2x · exy + x2y · exy − y2cos(y(1− x))
fy(x, y) = x3exy + sin(y(1− x) + 4cos(y(1− x)) · (1− x)
fx(0, 0) = 0
fy(0, 0) = 0
fxx(x, y) = 2exy + 2xy2 · exy + 2xy · exy + x2y2exy − y3sin(y(1− x))
fyy(x, y) = x4exy + cos(y(1− x)) · (1− x) + cos(y(1− x))(1− x)
−y(1− x)sin(y(1− x))
fxy(x, y) = fyx(x, y) = 2x2exy + x3yexy − 2ycos(y(1− x))
+y2(1− x)sin(y(1− x)
fxx(0, 0) = 2
fyy(0, 0) = 2
Es gillt als für ‖ (h, k) ‖klein:
f (0 + h, 0 + k) = f (0, 0) + fx (0, 0) · h+ fy(0, 0) · k + 1

2fxx(0, 0)h2

+2fxy(0, 0)hk + fyy(0, 0)k2 +R2(h, k) = h2 + k2 +R2(h, k)

R2(h, k) =
1
3!
·
[
fxxx(τh, τk)h3 + fyyy(τh, τk)k3 + 3fxxy(τh, τk)h2k + 3fyyx(τh, τk)hk2

]
||R2| ≤ 1

3!c(h+ k)3 ⇒ R2 = o
((√

h2 + k2
)2)

für
√
h2 + k2 → 0

Also f(h, k) = h2 + k2 +O
((√

h2 + k2
)2)

⇒In Umgebung von (0,0) gilt o = f(0, 0) ≤ f(h, k)
⇒f hat in (0,0) lokales Minimum
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