Sinus/Cosinus Eigenschaften 2z =|z]- e’ = |z| - (cos(a) + jsin(a))

a =155 o = arg(z) = arctan(¥) x>0
a° — 180° arctan() 7 <0

2 - cos(a) = el + e
2j - sin(a) = el* — eI

Komplexes Sinussignal

sin(a + ) = sin(«) cos(8) = cos(a) sin(B) (ot . .
cos(a = 3) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(0) 2(t) = Ae?WT) = Acos(wt + ¢) + j - Asin(wt + ¢)
x(t) = Re{AeJ(‘”t“‘“")} = Acos(wt + ¢)
Sinussignal = 1 Xelwt 4 L X eIt
s(t) = Acos(wt + ¢) = Acos(25t + ¢) X = Ae??(Phasor)

w=2f= %’T
Summe/Linearkombination von Sinussignalen
Abtastung/Aliasing

N
_ TPk pJjwt :
Abtastintervall T, (1) = & Re{dye??*ei*'} (gleiche Frequens)

Abtastrate r = %
. = Re{ Z X | €99t} mit Xp, = Apel®x
S[TL] = S(n : TS) = S(?) jgp jwt
s[n] = Acos(wTsn + @) = Acos(@wn + @) = Re{Ae e/}
O=uwls =2 = Acos(wt + @)
Alias-Frequenzen: @, = ©g + 27k und & = 27k — &g s(t) = ]XV: ape?rt mit wy = 0 und
Haupt-Aliasfrequenz: —m < @wp < 7 k=N
Abtast-Theorem: Fehlerfreie Rekonstruktion, wenn r > 2 fiax d = {(g{((}lmchan‘ccﬂ)
ap = 5 Xk
2
Komplexe Zahlen a—p = 3 X und w_p = —wy
= —|—2jy . Produkt von Sinussignalen
IEI i ‘Z" *“T| Ty Mit wyr = (wl + wg) und wa = %(WQ —wy):
22t = |22 sty =2- cos(wMt) cos(wat)

cos((war + wa)t) + cos((wpr — wa)t)

e Zl - QR.e{Z} = cos(wat) + cos(w1t)

iT ) s(t) = 2 - sin(wpst) - cos(wat)
e1* = cos(a) + jsin(a) = sin(wat) + sin(w1t)
V=1, 2 =4 &"=—-1; e =—j Schwebungstone: Add. zweier Sinusig. dhnl. Freq. w; und ws.
Fourier-Reihe Fourier—Analyse
—+oo
— jkwrt
s(t) = . > agelter (s1,82) f31 t)dt (Skalarprodukt)
=—00

Im Spektrum gilt: wy, = kwr (Spektrallinien dquidistant)

ar = 3 [ s(t)e IT*dt (Sonderfall bei k = 0)

Bestimmung der Grundfrequenz:

. w1 falls a; # 0 . . g

T = 99T (wr,wa,...)  falls ay = 0 (Geometrlsche Reihe : Z q* = >

Filter Ubertragungsfunktion (Fouriertransformation)
e s . . s +oo .

s[n] = . >~ s[k]d[n — k] (Signal tiber Einheitsimpuls) S@)= Y. s[nJe #®" (Spektrum)
=—00 n=—oo
T +o0 ” -

hln] = ) > blk]é[n — k] = b[n] (Impulsantwort) H(@)= Y hln)e %" = |H(Q)[ed?@)

g[n] = s[n]xh[n] = &O:O hlk]s[n—Fk] (Faltung/Differenzengl.) G (&) = (@) - H(®)

k=—oc0
Kaskadierung: h[n] = hy[n] * ho[n] * ... Kaskadierung: H (&) = Hy (D) - Hy(&) - ...

Faltung ist kommutativ, assoziativ, [n] ist neutrales Element. Inverse Fouriertransformation:
. . 3} . . . —+m N
Filter ist kausal, wenn k > 0. (sieht nicht in Zukunft) hin) = & [ H(@)e"*mdo

1 n>0
uln] = 25[71—’6] 0[n] = u[n] —u[n - 1] . ) o .
n<0 H(®) = H*(—®) und H (@) ist 2w-periodisch.
LSI-Systeme Amplitudengang:  [H(w)| |H(@)| = [H(-w)|
linear, zeit/verschiebungs-invariant Phasengang; @) VW) = —v(=0)
zeitinvariant: s[n — no] = g[n — no] Gleitender Mittelwert der Lénge L (hn] = + 5;01 o[n—kl):

linear: s[n] =a-s1[n] +b-s2[n] = gn] =a-q1[n] +b- g2[n]
Jedes FIR-Filter ist ein LSI-System.

.. . ~ sin(L@) _ioL-1
= Dirichlet-Funktion: H(®) = ——25re /¥ 2



z-Transformation

S.(z) = Y s[n]z7F mit z = eI®
N

H.(z) = Y h[n]z~* (Systemfunktion)
=0

G.(z) = H.(2) - S.(2)

Nulling Filter

zZ—2Z1
z

1. Ordnung: H,(z) =1 — 2127}

Mit |z1| =1 und 2z reell
= 21 =1oder z; = —1
= w;=0o0derw, =7
2. Ordnung: H.(2) = (1 — 2127 1) (1 — 25271)
=1—2cos(@;) 271+ 272

Blendet gezielt die Frequenzen w; und

Kaskadierung: H,(z) = H.1(z) - H.2(2) - ...
Erweiterung: z = re/®
Shift: s[n — ng] = s[n] * d[n — ngl = 27 - S, (2)

Faktorisierung entspricht Zerlegung des LSI-Sytems!

Bandpass Filter
1. M dquidistante Nullstellen:

c 2k

z=€e"m, k=1,....M
P =1— M _ M1 —M_]M _
= Py(z) = z =i =z IT(z = zx)
k=1

2. Nullstellen im Durchlassbereich und Umgebung entfernen:

S 2mm

el = ej":)m =m = M-&m

27
S Mpin=m—d<k<m+d=mmaz

CAUQ = —L:)l aus. = HZ(Z) = P (2)
(I—zpz=Y)(1—25271)
k=myin
Skalarprodukte
(r,y) =2-y=aTy=z1y1 + ...+ Tp¥n mit z,y € R"
(v,y) =a-y* =aTy* =21y +... + 2005 mit z,y € C"
vg[n] = e FF (k=0,...,N —1) vln] =¥ (1=0,...,N—1) (diskrete Sinusfkt. mit & = 2Fk)
N—1 N-1 2 (ke N firk=1
_ * —_ jZEn(k—1) _ 1—ei2m (k=D _

(vk, V1) ng() vk[n]v}[n] 'n,;() e 1—ed TF (=) 0 fiir k # 1

= v, vy sind orthogonal und es gilt: ||v|| = VN.

gln] =
N-1 . N-1 .
S(w) = gOS[n}e’“’": gOS[H] (e77)" = (s,v5)

s[n] * h[n] = 1:2:_:: h[k]s[n — k] = (h,s) mit s =[s[n],...,s[n— (N —1)]]T € R® und h = [h[0],...,h[N —1]]T € R"

mit s wie oben und v = [1,e/%, ..., /*WN-D]T c C»

Diskrete Fouriertransformation (DFT)

N diskrete dquidistante Frequenzen:

o =27 (k=0,...,N—1)
N—-1
Salk] = S(@=2k) = Y s[nle /T

n=0
DFT tastet S(&) dquidistant mit Abstand 2T ab.
DFT ist periodisch mit N.

SulN — k] = Sal—K] = S;[K]

Inverse DFT

N-—1 o
s[n} = % kgo Sd[k]eiﬁkn

Skalarprodukt und DFT

s =[s[0],...,s[N —1]]T eR" .
v = [vk[0], ..., 0[N —1]]T € C*  mit vg[n] = I ¥ *»
N—-1 o *
Salk] = X sln] (e7¥57) " = (s,u0) = (vf,5) = 0T - s
n=0

Fouriermatrix

Sqg=W"-s
[ vg[0] v5[N —1]

w=| o s
loN_1[0] - N[N —1]
M1 1 1
1 eI % e~ iR (N-1)
(1 e dFWN- eI (N-1)?

Inverse Fouriermatrix:

Wl =L wr
iS:%W*'Sd

MATLAB-Funktionen



