Vorlesungsmitschrift

von David Hebbeker

Vorkurs Mathematik
fur alle Fakultaten im Studienjahr 2007/2008

Dozenten:
Prof. Dr. R. Stens,
Dr. E. Beutner,
Dr. M. Burkschat,
PD Dr. F. Giannakopoulos
und
PD Dr. A. Wagner



Mitschrift vom Mathe-Vorkurs Version 1.6.121

Inhaltsverzeichnis
Vorwort zur Mitschrift vom Vorkurs Mathematik............ccoooiiiiiniiiiiinie e 4
1. Grundlagen der MathematiK...........c.coooiiieiiiiiiiiecie e e e s eeeereeeeans 5
Kapitel 1: Rationale und reelle Zahlen.............c.ccoooiiiiiiiiiiiie e 5
| (0] 3 01 PSPPI 5
EXIStENZ deT LOSUNG.....coviiiiieiieiieetieee ettt ettt ettt e et e st eeteesnteebeeenbeeeeas 5
21816 (11 T4 S L AU PRUPSRPPR 5
KUIZEN / EIWEILEIM. ...cuviiiiieiiieeiie ettt ettt ettt et st e et steeeaseeesee e 5
IMUIIPIIKALION. .....eeeiie e et e et e e et e e s steeessseeesbeeensseeensneesnnneeenneens 5
AAIEION. ...ttt sttt e b e a e et nae et 5
SPEZIAILALL.....c.eeiiieeiieee e e et e et e e eabe e eaaeeenaaeens 6
2. POTENZEN. ...ttt ettt ettt et b e st 6
3. Die Anordnung auf den reellen Zahlen.............ccccooeriiiiiiiieiiieieeeeeeee e 6
Grundgleichung der ProzentreéChnung.............ooouieiiieiiiiiiiiiee e 6
QUANTOTEIN. ..ottt ettt e e ettt e ettt e e e ettt e e e eette e e e e etteee e e saseeeeeasaeeeeasssaeeeessseseeanssseaeannsseaeeansreeeeannns 7
Kapitel 3: Mengenlehre. .........ooiuiiiiiiieeiieeeee ettt sttt e 8
Gleichheit von Mengen — TellMeNZen. ..........ccevviieiiiieeiiieeiie ettt e 9
VeNN-DIAGIAININ. ..ottt ettt ettt e st e et e e stteeabeesseeeabeessaeenseesseeenseesnseenseesaneenseens 9
e 11S) 114 1015 1 1<) DO USSP PPN 9
Geordnete Paare und kartesische Produkte.............cocoeiiiiiiiniiiiiieeee e, 10
Kapitel 4: ADDIIAUNZEN......c.viiiiiiieie ettt e e et eeaae e eaae e snsaeeensee s 11
Die UmKehrabbildUuUng..........c.ooouiiiiiiiieiieie ettt ettt 12
Die Zusammengesetzte AbbIlAUNGEN...........cooviiiiiiiiiiiiecee e 13
Kapitel 5: Natiirliche Zahlen, ganze Zahlen und vollstindige Induktion...........c..cccccocveneninnnne. 13
2. Wahrscheinlichkeitsrechnung und StatiStiK............ccceeviiieiiiiiiiiiieeeeeeee e 16
Konstruktion HiStOZIAMIML........cccuiiiiiiiiiiiieiie ettt ettt et e e ee 16
Eigenschaften von Median und arithmetischem Mittel.............ccccoovviiiniiiiniiiinie, 16
Herleitung der Steiner-Regel..........cooiiiiiiiiiiiiee e 16
LINEare REEICSSION. ....c.uviiiiiiieiiie ettt ettt e et e e et e e et e e s be e e saeeesbeeesseeennseesnnneesnsneenanes 17
SHIEUAIAZIAMINL.......eieitieie ettt et ettt et e et e e sateeabeesseeenteenneeenseenees 17
Bestimmungsgleichung fiir die Steigung der Regressionsgeraden............ccccceeeeveeernveennnee. 17
KOombINAtOTTK L....eiiiiiiiiiiiieieitee ettt sttt st sbe e 18
Mit Zuriicklegen, mit Rethenfolge.........c.ccoooviiiiiiiiiiiiiieceee e 18
Ohne Zurlicklegen, mit Re1henfolge...........cccooviiiiiiiiiiiiieee e 18
Ohne Zuriicklegen, ohne Reithenfolge..........cccooviiieiiiiiiiiiiiiieeeeee e 18
MultinominalKOeTFIZIENL. ..........oouiiiiiiiiiii e 19
KOomDBINAtOTIK 2...c..eiiiiiiiee ettt ettt e 19
3. LNEATE ALZEDTA. .. coiiiiiieiiee ettt et ettt e bt e st e et e e sabeenbeeenbeebeeenteens 20
Der einfachste Fall..........cooiiiiii e 20
Systeme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten............cccceeceeerieriieennennne. 20
GeometrisSChe INterPIEtation. ... ....uiiiiieiiiie ettt e e e e e e e eareeeaaeeensaeennnes 21
Der allgemeine Fall..........cccooiiiiiiiie ettt et sttt 21
Eigene Klassifizierung linearer GleichungsSySteme..........ccueeeiveeriieeniieeiiieeiee e eeieeeevee e 24
Klassifizierung homogener linearer Gleichungssysteme...........cccceeeevverienerrieneeneenenieneeens 24
Klassifizierung inhomogener linearer Gleichungssysteme.............ccoeevvieerieeeciieeniieeeee e 25
IMAETIZM. ...ttt s h et s bbbt e bt e bt et s bt e bttt b e bt et se e e bt et eae e b eaee 25
DIEtEIMINANTEI. ......tiiitieeiieeit ettt h e et e bt e et e e s bt e et e e sae e e bt e sbbeeabeesabe e bt esaeeenseas 29
ANWENAUNG. ...ttt ettt et sb e b e et e bt e bt et sae e bt et e saeenae e 30
VIBKEOTIN ¢ttt ettt e b e st e bt e e st e bt e sa e e bt e eabe e bt e sabeenbeeeaee 30
Multiplikation von Vektorpfeilen..........ocuiiuiiiiieiiiiiieiiee et 32
EIENSCRATtON....coiiiiieiiie et e es 32
Das VeKtorprodUKL..........coouiriiiiiiiiieeeeee ettt st 32

Seite 2 von 73



Mitschrift vom Mathe-Vorkurs Version 1.6.121

Das SPatPrOAUKL..........coiiiiiiii ettt 33

(€ 157 T (<) TSRS 34
Abstand eines Punktes von einer Geraden...........oocueevueeiiiiiiiiiiieniieceeeeeee e 36
Gleichung €INET EDENC........c.cooiiiiiiieiieiiecie ettt ettt et eve et eesbeessaeenseesaae e 37
Schnitt ZWeEIeT EDENEN......cc.eiiiiiiiiiiiieii ettt 39
Kreise Und KUGEIN........oooiiiiiiiiieiiecie ettt ettt ettt et ebe e s b e esbeessbeensaessseenseenens 40
Abstand zweier paralleler EDENen..........cccooiiiiiiiiiiiiieeee e 41
Weitere Abstands- und SChnittprobleme ...........ccveeiiiiiiiiiieiiecie e 43
ZIWET GETAACIY ...ttt ettt ettt et e s et e et e e s abe et e e s ateeabeesseeeabeesseeenseeneas 43
Schnittwinkel zwischen zwei EDENen...........ccccooiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee e 44
Abstand eines Punktes von einer Ebene...........cocooviiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 44
Abstand einer Geraden von einer EDENen..........cccoecuiviiiiiiiiiiieiiiiieecceeeeee e 45
Schnittpunkt und Schnittwinkel einer Geraden mit einer Ebene............cccccoceniiiiniiniincnnenn. 45
ATFING ADDIIAUNGEN. ......oiiiiiiiiiiiecie ettt et ettt et e e beeesbeebeessseesseessseenseesnseas 45
Affine Abbildungen der Ebene auf die Ebene:..........ccccoooiiiiiiiiiiiiiie e 46
SPICZEIUNGEN. ...ttt ettt ettt e et e e bt e s aaeebeesaseesbeensaeenbaensseenseenssesnseenssennns 47

4. ANALYSIS. ..ttt ettt e h e e a e e bt e et e e bt e e bt e heeeabe e bt e enbe e seeenteeebteenbeeneeentean 48
1. Einteilung der Zahlen............oooviiiiiiiiieieciecsie ettt ettt ettt et e e et eebeesaeeenseeseas 48
LB D 1SS 1813 1) 1 1<) TSR PR RSRRPRR 48
1.2 BRISPICIC...ccuviieiieiieeiie ettt ettt ettt et ettt e eabe e st e e sbe e sbeenbaessbeesbeensaeensaensaeenseenes 48
1.3 Trrationale Zahlen ..........ccooiuiiiiiiiieeeee ettt ettt et e et saeeenaeens 48
1.4 GANZE ZANIEI ...ttt 48
1.5 Auf den reellen Zahlen ist eine Ordnung erkIart.............coceeviiiiriiiniiiiniineceecee 49
Eigenschaften einer OTrdnung...........ccoooiieiieiieiiiieiiecieeee et eeae e 49

1.6 INEEIVALLL. ...ttt ettt et e e be e s ateeabe e seeebeesaeaens 49
SPEZIAITALLL.......eeeiiieiiieiiece et ettt e et e st e et e e b ete e et e eaeeenbeenneas 49

2. UNGIEICHUNZEIN. ...ttt sttt ettt et s sae et et e b 49
B BN Y T4 s FO PSRRI 49
2.2 BEZEICKIUNG. .....eouiiiiiieiie ettt ettt et e ittt e sat e et e s it e enteesateenbeeneee 50

3. Dl ADSOIUIDELIAZ. . .cvviiiiieiiieiiecie ettt et e et e sta e et e et e enbeessaeebeesaeeenseennes 50
3.1 DETINTEION. ...ttt ettt et ettt e b e et e e bt e e st e e bt e snb e e beeenbeenbeeeneeenseen 50
3.2 BIZENSCRATIEN.....cciiiiiiciiee ettt et enne 50
3.3 BERaAUPTUNZEN. c...ceitieiieeiie ettt ettt ettt e et e et e et eeabeesabeeabeesseeenneens 50
B4 BRISPICIC. ....uiieiiieiieeiieee ettt e ettt be e et e e te e e rbeetaeeabeenreensseenraas 51
3.5 LHArtes™ BeISPICL.....coouuiiiiiiiieie et 51
3.6 Beispiel ,,flr Zu HauSe™.........cooiiiiiiii ettt ettt e saa e e b saeennaen 52

A IMIEEEIWETTR. ...ttt ettt e et e bt e et e e at e e bt esseesabeesaeeenbeesaeesnbeenneeens 53
5. Potenz- und WUrzelr€ChNUNG.........cccuiiiiiieiiiiiecitciecie ettt et baesaeeenseeeeas 54
6. LOZATTERIMUS. .....oiiiiiiiee ettt et s e et e e et e s et e ebeesaeeenseesaeeens 55
7 FUNKEIONEI ¢ttt ettt ettt et e e et esat e et esat e e bt e saeeeanees 57
8. Trigonometrische FUNKHONEN. ........ccuiiiiiiiiiiii e 58
AdAItIONStNEOTEIMIE: . ...c.eiiiiiieiieie et ettt ettt et st e bt et e eat e beenbesaeenbeennen 61

0 FOI@ON. ..ttt ettt ettt ettt et e e e ate e bt e enbeeteeentean 63
10. Steti@e FUNKLIONEN. ......ccciiiiieiiieiieiee ettt ettt e etaeeteeesbeessaessseesaessseensaans 67
11. Differenzialt€ChnUNG. .........coooiiiiiiiiee et et et 70

Seite 3von 73



Mitschrift vom Mathe-Vorkurs Version 1.6.121

Vorwort zur Mitschrift vom Vorkurs Mathematik

Dies ist kein offizielles Skript des Lehrstuhls sondern eine von einem Studenten erstellte Mitschrift der
Vorlesung.

Die Mitschrift beinhaltet nur die Teile der Vorlesung, die von den Professoren nicht als Skript zur Verfligung
gestellt wurden. Diese Mitschrift hat nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit und ist kein Ersatz sondern eine
Ergénzung zur Vorlesung!

Fir die Richtigkeit Gbernehme ich keine Gewahr.

Solltet Ihr Ergédnzungen/Erlauterungen zum Skript haben oder Fehler vorhanden sein, so bin ich per Mail zu
erreichen.

Diese Mitschrift darf in digitaler oder gedruckter, aber vollstandiger Form (einschlief3lich Vorwort)
weitergegeben werden. Sie darf nicht kommerziell genutzt werden.

Erstellt wurde diese Mitschrift von David Hebbeker.

Die von den Professoren angebotenen Skripte und anderes Material sind wahrscheinlich bis Mitte 2008 auf
der offiziellen Seite des Mathematik Vorkurses zu finden: http://www.stochastik.rwth-aachen.de/vorkurs/.

Ich beanspruche keine Urheberrechte auf die Inhalte. Ich verodffentliche meine Mitschrift mit freundlicher
Genehmigung von Dr. Wagner.

Adresse fir Fehlerberichtigungen: David.Hebbeker@rwth-aachen.de
Die Vorlesungsinhalte wurden von folgenden Dozenten vorgetragen:
«  Grundlagen der Mathematik: Prof. Dr. R. Stens
«  Wabhrscheinlichkeitsrechnung und Statistik: Dr. E. Beutner, Dr. M. Burkschat
« Lineare Algebra: PD Dr. F. Giannakopoulos
« Analysis: PD Dr. A. Wagner
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Mitschrift vom Mathe-Vorkurs

1. Grundlagen der Mathematik

Kapitel 1: Rationale und reelle Zahlen

1. K6rperE

Zur Erinnerung:

-  X€E€M (xist Element von M)

- ACS B (Aist Teilmenge B, A= B ist moglich)

- Ac B (Aist Teilmenge von B, A# B)

- IN={(1,2,3,...]

- Z=(0,x1,%2,...}

— @ sind rationale Zahlen

- IR sind reelle Zahlen

pen (Rechengesetze der Addition und Multiplikation)

= ptenz der L6sung

r(rts)=(rrs=1s=s1=s (r#0)

Eindeutigkeit

Sei y eine beliebige Losung der Gleichung. Es folgt:
1 1

rey=s=r (ry)=sr'sr)y=rts=>1y=r s> y=r

Version 1.6.121

1‘S.

L1V bedeutet oder (einschlieRendes oder)
Suche Nullstelle von x*e*+27xe*—100e"=e"(x*+27x—100) . Lése x*+27x—100 .

%Ea'bil ( Alle Nenner#0 )

Zur Erinnerung:

Kirzen / Erweitern

Lelab'=ab"(ce)=(ae)(b e )=(ac)(bc)' =%
b bc
Multiplikation

ac_ _ac

bd =~ bd

Addition

a+£: :ad+bc

b d bd

1. Grundlagen der Mathematik
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Spezialfall

a,c_ ab+cb:(a+c)b:a+c
b b b-b b-b b

2. Potenzen
Beispiel
m=5;n=—4
1) wm a5 —4_QAAAAa _ _ 5-4_ m+n
a-a=a-a = =a=a’ "=a
aaaa
m=3,n=2
2) m\n _ 3\2_ 2_ _ 6_ 23_ mn
(a")'=(a’)"=(aaa) =aaaaaa=a"=a " =a
= km
2 2
cm ©m
gekg

— kilo bedeutet mal 1000 oder mal 103

1
centi bedeutet mal W oder mal 1072

- 1 3
—  milli bedeutet mal —1000 odermal 10
. 1 6
— mikro bedeutet mal 71000000 odermal 10
Im’=1m-m-m=1-10cm-10cm-10cm =10°cm’?
100m m km
= =10—=36—
v 10s S h

3. Die Anordnung auf den reellen Zahlen

Lineare Gleichungen: ax+ b=0

b
Quadratische Gleichungen: ax*+bx+e=0ex*+2x+ <=0 (a#0)wirdzu x’+ px+¢=0 mit PQ-
a a

Formel: =P (L.
X1 5 - (2) q

2

Anzahl der Lésungen hangt ab von D=(£-) —g (Diskriminante)

N s

1. D>0 zwei Lésungen: x1:_7p+\/5, x2:_7p_\/f)_

2. D=0 Eine Lésung XIZ_TP

3. D<0 keine Losung

Grundgleichung der Prozentrechnung

P tsat
Prozentwert —-rozemsatz | Grundwert

100
5% von 2007 Dabei ist 5 der Prozentsatz und 200 der Grundwert.
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%- 200=10 (Prozentwert)

Beispiel

100ml Alkohol werden in 1L Wasser gel6st. Wie viel % Alkohol ist in der Lésung?
Grundwert=Losung = Alkohol+ Wasser=100ml+1L=1100ml .

Prozentsatz = x.
Prozentwert = 100ml (Alkohol).

X
100=——-1100
100 . - -
<100=11x DieLosung enthalt 9,09% Alkohol.
100
=——=~9,09
TR
Quantoren

Haufig hat man Aussagen, die von einer Variablen x abhangen, wobei x aus einer Menge M ist.
Schreibweise A4(x).[A(x, x,...,x,) auch mdglich]

1) Firalle xeM gilt A(x) (A(x) istwahr)
2) Esexistiertein xeM mit A(x)

Schreibweise:

1) ‘VJ’MA(x)
V xeM=A(x)
2) 3 A(x)
xeM
dAxeM=A(x)
Beispiel
‘vl'RxZZOWahr
EIlezz—lFalsch

3 x ist verheiratet: Wahr

x € Vorkurs

VY 3 y'=xWahr(y=vx)

x€R=0 yeR>0

V V 3 y'=x

keN xeR yeR

T=Tanzkurs , M <T F<T

V 3 ywill mit x nicht nur tanzen
x€EFyeM

3 VYV ywill mit x nicht nur tanzen
YEM x€F

ﬁ( ZRx2>O)Wahr
< 3 —|(x2>O)Wahr

x€R

1. Grundlagen der Mathematik Seite 7 von 73
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A

VvV 3 ykzx)Wahr(yZIf/;)

k€N xeR yeR

< 3 3 Vﬁ(ykzx)

keNxeR yeR L

zum Beispiel k=2, x=—1

Version 1.6.121

Wiederholung

Wabhrheitstafel
A B - (AVB) -4 A B
v W F w F F F
W F F w F F W
F W F w w F F
F F \%4 F w \W4 W

- VY ,Firalle

3 ,es existiert [min.] ein®

zum Beispiel:

YV x>0

x€R=0

V x? 50X (x=0)

x€R

3x* =p (XZO)

x€R

VvV 3 , S und I haben dieselbe Farbe*
seESheH

hV 3 , S und ' haben dieselbe Farbe*
€H seS§

hH \4 , S und ' haben dieselbe Farbe*
€eH ses

-V A(x)e 3 -A(x)

xeM XEM

-3 A(x)e V —4(x)

XEM XEM

S(VV3IA(x)|=FAV -4(x)

Kapitel 3: Mengenlehre

Beispiel
B={s€S|sist blau|

B={peV|pist weiblich |

1. Grundlagen der Mathematik

(es gibt mehr Hitchen als Stifte)

(es gibt kein Hitchen das auf alle Stifte passt)
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Gleichheit von Mengen — Teilmengen
[1,2;3,4,5;}1=(5;3,2;1,4]
(1;2:3;2}=(1,2,3]

neN, M,={n;2n]
M,=[3;6} M=[0;0}={0]
Wenn es einen Unterschied machen wirde ob man ein Element mehrmals in einer Menge hat, dann misste

man M, so definieren: M = [0};n=0

" |{n;2n};n#0

Venn-Diagramm

Zeige: xe X \(AUB)=o>xeX\AAX\B:

xE€EX\(AUB)o xEXAxZAUB
oxeXA-(x€AUB)

o xeXA(x€AVXERB)
oxeXA-(xe€A)A-(xEB)
SXEXAXEANXEB
SXEXANXEANXEX AXEB
S xeEX\AAxEX\B
oxe(X\ANX\B)

Potenzmengen

M=1;0 (M )=({1]; 0]

(tjeltj=M,

Zeige: g (1} : AEB@X‘Z’AxeB AgB@_‘<XZXGB)@EA_‘<X€B)@X§AX€B Ubertragen auf @
und X = O&X < 3 xeM wobei M eine beliebige Menge ist und damit @ e X .

[ —

X
immer falsch — immer wahr
immer falsch

1. Grundlagen der Mathematik Seite 9 von 73
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Mlz[l}’tgo(Ml):[’g;Ml}
M,={1;2], p(M,)={8{1,2},(1];(2}]
M =(1;2;3}, o (M,)={0,{1;2;3];{1;2};{1,;3}:{2;3];{1],{2]
My=8,0(08)={0]
-0}
|x|= Anzahl der Elemente von x (auch als # geschrieben).
‘MO‘ZO,p(MO)‘ZIZT)ZZ‘M“' Es gilt die Regel: |M|=n,|5{)(M)|:n:2”:2|M”|
M |=1,|p (M )|=2=2"=2"
IM,|=2,|p (M ,)|=4=22=2""
(

M |=3.|p
|M4|=4,

M,)|=8=2"=2""
o (M,)=16=2"=2""

M={1;...;100]|p(M)=2""  MnM=(100] ©(MnM)=(8;[100}]
1

M={100;...;200}|p (M )|=2"

Geordnete Paare und kartesische Produkte
A={1,;2;3|B=(ab)

AXB=((1;a);(1;b);(2;a);(2;b);(3;a);(
BxA={(a;1);(a;2);(a;3);(b;1):(b;2);

AXB#BX A

ASIR, BER im kartesischen Koordinatensystem:
AXB(1;2);(=3,1);(1;,-1);(2;1)

Wenn 4=f ; B=beliebig danngilt AX B=g und BXA=M .

:{1 2:3):B=la;b];C=[2;5)
AXBXC:{(I,a ,(l,a,S), 1;6;5);(1,b;2);(2;a,2);(2;a;5),
(2:5:2):(2:5:5):(3:a:2):(3:a:5):(3:b:2):(3:b:5)]

|Ax B|=|4}|B| [4xBxCl|=|4]-|B||C]

RxR={(x,y)|x€R; yeR}=R?

S 2

1. Grundlagen der Mathematik

Version 1.6.121

D

&

v
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Beispiel bei einer Datenbank-Datei D : D={(x,, x,,..., x)| (Pers.-Nr., Name, Vorname, Geschlecht,

Geb.-Datum). Um die Frauen J¥ zu erhalten macht man dann folgende Definition / Abfrage:
W={(x,,xy ... x;)€ED|x,=W | .

Kapitel 4: Abbildungen

Wertebereich WZ{YI; Vas Y3} , Zielbereich Y =Y und

Definitionsbereich D (7T )=X .
f,:(0;1]>R; xPx absolutes Maximum bei x=0 , absolutes Minimum bei x=1

f,:(=0,;1]>R;x»x kein absolutes Minimum, absolutes Maximum bei x=1

2

¥

1.5 :

1

0.5

2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

-0.5

-1

-1.5

-2

Funktion injektiv surjektiv

f1"R=R,xrx /i - -
f,:10;0)—=R f, + -
f3,‘[0;oo)—>[0,'oo] S + +
f4.'IR—>[0;IR] fa - +

Injektiv: f ist injektiv, wenn jedes Bild genau ein Urbild besitzt = x,#x, = f (x,)#f (x,).
Surjektiv: [ ist surjektiv, wenn eine Bildmenge gleich der Wertebereich ist. f (D)= w

Bijektiv: f ist injektiv und surjektiv; bijektive Funktionen besitzen Umkehrfunktionen.

1. Grundlagen der Mathematik Seite 11 von 73
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injektiv surjektiv

bijektiv (surjektiv + injektiv)

injektiv, surjektiv

injektiv, surjektiv

Die Umkehrabbildung

1
Umkehrfunktion: f(x)=x+1ey—l=xeox—1=f""'(x) T ' hatnichts mit — zu tun.

T
Beispiel:
1 | . : 2
7:|R_$|R’XH1+ 5 ist nicht die Umkehrfunktion von 7 :R—IR,x»1+x" .
B :

T:X-Y,T':Y-X
T Y5X,T:X>Y

1. Grundlagen der Mathematik Seite 12 von 73
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-1 -1
T oT :X—-X T oT Y=Y
— ~—
1 4 (,,Identitét von X*) 1, (,,Identitit von Y*)

Die Zusammengesetzte Abbildungen

X »X \X
T | v
E— _— - ~>>< X
) " AN
X Z

T:X-Y,8:Y>Z, S.T:X—-Z

Zusammengesetzte Abbildung
~Black Box"

X —B T —» T(x)

n n n n n
z (aj+1—a,-):z aj+1+z (_aj):z aj+1_z a;
i=0 j=0 =0 =0

Jj=0
n
a0+z a;|=a,.1—4
Jj=1

n+1 n
n

»1eleskopsumme*

+an+1_

/ n
Z,Z al—z aj:(z a,;
Jj=1 Jj=0 Jj=1

L=(aq, —a0)+(a2—a1)+(a3—a2)=];) (ay.—ay)

" p(nl) 1+2+3+...+99+100
J= )
=1

J=

Kapitel 5: Naturliche Zahlen, ganze Zahlen und vollstandige Induktion
Beispiel

n(n+1) (nEN)

Zeige durch vollstandige Induktion Z j=
j=0
1(1+1)
2

1
(A), A(1): Y. j=1=
Jj=0

n(n+1)
2

(IV)Firrein n€N gelte Y j=

Jj=0
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n+1
(IS) Zeige: Wenn (1V) gilt, dann gilt auch z Jj= (n+1)[(1;+1)+1]
Jj=0

+(n+1):n(n+1);2(n+1):(n+1)(n+z)

nij:(ij +(n+1)=n(n+1)

Wie bei der vollstandigen Induktion: Wenn heute 1. Mai, dann Feiertag.

Behauptung: n=n+1V nelN

Beweis mit vollstdndiger Induktion.

(IA) n =1 X < hier liegt der Fehler denn wenn n=1 1#1+1
(IV) Angenommen n=n+1

(IS) Zeige n+1=(n+1)+1

n+l=(n+1)+1

Der Beweis ist falsch!

Beweis durch vollstandiger Induktion tber 7 .

(IA) n=0:wegen 0<k<0=n brauchen wir nur k=0 zu untersuchen.

o\___ 0/
=——— —1]elN
(0) 0/(0-0)/

(IV) Angenommen fiir ein n€IN,, gilt (Z ENV kEN; mit 0<k<n

eENV LEIN, mit 0<k<n+1

(IS) Zeige (”‘kH

Zunachst k=0 und k=n+1
ntl_[n+1)_1eN
0 n+1

ntl\_ [ n n n
Fur 1<k=<n gilt \ %k k—1 k

[ ——7 ——
isteN(nach IV) isteN (nach IV)

€N

(a+b)*=a*+2ab+b*
(a+b)"'=...(neN)
. . .. i "= y n kprk
Satz 68 (Binomische Formel). Fir a ,b€RR und n€IN, gilt: (a+b) —Z(k)a b

k=0

(a+b)2=(g)a0b20+(?)alb2l+(§)a2b22=b2+2ab+ a’

(a+b)2=((3))a0b3_0+(i’)al b3_1+(;)a2b3_2+(§)a3 b =b"+3ab’+3a"+a’
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Behauptung: In einer Gruppe von n Personen (n€IN) haben alle dieselbe Augenfarbe AF .

Beweis
A ( 1) = Gruppe mit einer Person
(IV): Angenommen Aussage ist fir n€IN

(IS) zeige Aussage gilt fir n+1
Sei G Gruppe mit n+1 Personen.

Teile G auf in zwei Gruppen G,, G, mitje n Personen.
auf G, und G, aufteilen

In G, haben nach (IV) alle dieselbe AF, etwa f.
In G, haben nach (IV) alle dieselbe AF, etwa g.

Istnun p eine Person mit p€G,NG,,dannhat p die AF f, da in G, und p hat AF g,da
pEG, Esfolgt f=g.d.h.allePersonenin G haben AF f (=g).

In G,NG, isteine Person r und die hatdie AF f weil Y€G,.Und p hat AF g weil p€G,.Es
folgt /=g d.h.alle Personin G mit n+1 Personen haben AF f=g.

Geht nicht fir n=1 denndaist n+1=2 und G,NG,=4 .
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2. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Konstruktion Histogramm

bj Klassenbreite

N

=y

Flach

j=1...M
J
Aquidistante Klassen
b,=b,j=1,...M
po &),
=h=f p /=L

Eenschaften von Median und arithmetischem Mittel
Hier: n=2k —1,k€IN

= Median X=x,

n n
Z |xi—x‘=Z |x(i)—x‘=x—x(l)+...+x Xy FO0+x, - %+ +x,—X
=1 i=l F2x,,1<i<k—1 ¥<x,, k+l1<i<n

..:—X(l)—...—X(k,1)+X(k+1)+...+X(n):t—X(1)+...+l‘—)C(k,1)+ X(k+1)—t+...+X(n)—t

n n
...s|t—x(1)\+...+\t—x(k,1)\+\x(,€+1)—t\+...+|x(n>—t\s; |x<,.)—t|:; lx,— ]

Herleitung der Steiner-Regel

n

Ziege: szzlz (x,—a)’—(x—a)
ni=
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Ubung: y=bXx+a

s§:% <yi—y)2:% ((bxi+a)—(b)‘c+a))2=% (bx,~bx) =11 (x,—x)=bs

X

Lineare Regression

A

Messungenauigkeit macht strikte lineare Abhangigkeit unmdglich.

v

Streudiagramm

Beispiel auf Folie 3.1

v

n

DX (Y= P)= D XY X D Y- VY XA Y=, Xy, —nX P
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

xX-ny y-n-x
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Kombinatorik 1

Ein & -Tupel kann die Auswahl von bestimmten Merkmalen beschreiben. Zum Beispiel kann die Wahl eines
Meniis von 3 Gangen mit dem 3-Tupel (5,2,3) beschrieben werden.

Prinzip des Zahlens. Fir eine bestimmte Situtation gibt es Mengen der Merkmale A ;. Jede Menge
beinhaltet die mdglichen Auspragungen fiir das Beispiel. 7, ist die Anzahl der Elemente der Menge M ;.
Die Anzahl der moglichen Kombinationen betragt nach dem Prinzip des Zahlens

k
H m,mit k €IN= Anzahl der Mengen .

i=1
Beispiel

1) Es gibt eine Vorspeise, eine Hauptspeise und einen Nachtisch. Bei jeder Speise kann man zwischen
4 verschiedenen Essen auswahlen. Wir haben also 3 Mengen a 4 Essen. Dies ergibt eine Anzahl an

3
moglichen Kombinationen von H m=m;m,m,=4-4-4=64 .
i=1

2) Ineiner Urne mit n unterschiedlichen Kugeln wird % -mal gezogen. Nach jedem ziehen wird die
Kugel wieder zurlickgelegt. Die Anzahl an moglichen Kombinationen betragt also

k
H mizml-mza..-mk:wn-...~n=nk (Es istimmer n da die Anzahl an Kugeln nicht gedndert
i=1
wird da die Kugeln zuriickgelegt werden).

M | : Urne mit n Kugeln, m,=n
M ,: Urne mit n Kugeln, m,=n

M, : Urne mit n Kugeln, m,=n

Mit Zurlicklegen, mit Reihenfolge

Es qilt das Prinzip des Zahlens.

Ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge

Hat man eine Urne aus der man £ -mal Kugeln zieht und diese nicht zuriickgelegt, so hat man & Mengen

k
mit m,=n—i+1 . Nach dem Prinzip des Zahlens Hmi gitalso (n—1+1)-(n—2+1)-...-(n—k+1)

i=1

(Behauptung).
( B ) B ] )
n Mogl. (n—1) Mogl. (n—2) Mogl. (n—k +1) Mogl.
Beispiel:

8
Fur die mdgliche Reihenfolge von 8 Sportlern das Ziel zu erreichen gibt es H m,=8-7-..-1=8!
i=1
Méglichkeiten.

Ohne Zurtcklegen, ohne Reihenfolge
Méglicher Ausgang: {7,2,9]

=3/ .
(_H’ -’ _y) 3. [ Menge mit k-Elemente |=k!

3 Mogl. 2 Mogl. 1 Mogl.
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k!'x=n(n—1)...(n—k+1)

Die Anzahl der Moglichkeiten um die Elemente der Permutation zu tauschen wu ist u=4k! mitwenn k die
Anzahl der Elemente in der Permutation sind. Da diese Moglichkeiten wegfallen sobald die Reihenfolge
keine Rolle mehr spielt, muss die Anzahl der Méglichkeiten ohne Beachtung der Reihenfolge durch u

o
4 —i+1 -
_ =1 ml:izl (n= )_(n—k)!_ n! _[n

u k! k kK'-(n—k)! \k

geteilt werden. Daraus folgt

Wiirfel wird 5-mal geworfen:

Beispiel:

(1;1;1;1;2), (1;1,;1;2,1),(01,;1;2,1;1),(1,2;1;1,;1),(2;1,1,1;1)
— Alles verschiedene Méglichkeiten bei Beachtung der Reihenfolge.

— ohne Beachtung der Reihenfolge stellt dieses Beispiel nur eine Moglichkeit dar.

Multinominalkoeffizient

n!
ntny...-nl

Kombinatorik 2
Beispiel:
A=1{2,4,7}, B=(5,8}
|4|=3,|B|=2
AUB=(2,45728]
|A4UB|=5

Beispiel:

'=(2,4], B'=(4)
141=2|B"|=1
A'UB'=(24];

A'UB'|=2

P(A):%
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3. Lineare Algebra

Beispiel mit Stromkreis
Bekannt: R, R, R, U
Gesucht: 1, 1, I,
1,—1,—1,=0

R, I ,+R,-1,=U

R, 1,+R,-1,=0
— Berechnung der in einem Fachwerk auftretenden Krafte

Beispiel: Briicken

— Bestimmung der Verbrauchsmengen bei der Herstellung von Produkten

— Bestimmung der Schnittpunkte von geometrischen Objekten

Der einfachste Fall

Eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten.

ax=b; a,b€R ist vorgegeben. Wir suchen ein x €IR, das die obige Gleichung erfiillt.
1. Fall: a=0

— Ist b=0, soistjedes x€IR eine Lésung. D.h., es gibt unendlich viele Lésungen.
— lIst b#0, so gibt es keine Lésung in R ..
2. Fall: a#0

b
x=; ist die einzige_L&sung.

Beispiel: 3x=6=L={2]}

Systeme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten
a, x,+a,x,=b, a, a, sind Koeffizienten von x,
a, x,+a,x,=b, a,, a,, sind Koeffizienten von x,

b, b, bilden die rechte Seite, X, X, : Unbekannten
1. Fall: a,;,=0 Aa,, #0 ; vertauschen wir die Zeilen

2. Fall: a;,;,=0Aa,,=0 ; Das System ist genau dann lésbar wenn L,NL,# & wobei L, und L, die
Lésungsmenge der ersten beziehungsweise der zweiten Gleichung ist.

ist a,, =0, soist a,, x,+a,,x,=b ]
3. Fall: a,,#0 : 2 T TRTE T wenn ay, x,=b, 16sbar ist.

a,x,=b,

— genau dann l6sbar, wenn 4a,, x,=b, istlosbar ist.
b

— a,#0 (genau eine Losung L2=Ia—2

} ) oder @, =b,=0 (unendlich viele Lésungen
22

L,=R)
— ist a,=0 und b,#0 , soist L,=8
b—a,x
— ist a,,x,=b, lésbar, so ist LZ[(xI xz)EIR2 xlz#;xzeL2
| an

— ist a,,;#0 : wir multiplizieren beide Seiten der ersten Gleichung mit @,, oder @,, und subtrahieren
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: . . =a,x,+a,x,=b
sie von der zweiten Gleichung: N

0 as —b _a21b
+lan— aAp | Xy=0,= 1
ap ay
po_g Do
=4, 0,—=dy,
a
— st @@y —apay#0 5o gibt es genau eine Lésung: b,—a,x, ayb,—a,b,
x = =
1
ay a;ay —adp
_ a, b,—a,b,
X,=———————

apdyp—dandy,

Geometrische Interpretation

Es gibt genau eine Lésung wenn zwei Geraden sich schneiden. a,,a,, —a,,a,,#0

Es gibt keine Losung wenn zwei Geraden echt parallel sind. Es gibt unendlich viele Lésungen wenn die

Geraden identisch sind. a,,a,, —a,,a,,=0
Beispiel:
—x,tx,=le—x,+x,=1 . _ _
X,=2 einsetzen in Gleichung 1: ®—x,+x,=leox,=1Ax,=2
2x,+x,=420+3x,=6 g 1 1 2

Der allgemeine Fall

a,x,+...ta, x,=b,
a, x,+...+ta, x,=b,

a, x+...ta, x,=b

m

P€(1,2,...,m}; jE[1,2,...,m} :

Bekannt: a b,;i€(1,2,....m| a, beER

i
Gesucht: x,...,x,€R
«  wir unterscheiden zwischen:
— homogenen linearen Gleichungssystemen (b,=0;i€(1,2,..., m} )
— inhomogene lineare Gleichungssysteme (mindestens ein b, %0 )

+ Eine (geordnete) n-Tupel ( X, ..., X, ) reellen Zahlen, die alle Gleichungen des Systems simultan
erfullen, nennen wir Lésung der L6sungsmenge ist die Menge aller Ldsungen.

a, 0 0 0
a, b, 0 0

Ziel: |93 b a0
a, b, ¢, d,
Zeichnung 1: "Null-
Sammlung" rechts
oben

1. Beispiel:

2-x,+x,+4-x,=12
8x,—3x,+2-x,=20
4-x,+11-x,—x,=33
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X, X, X, b

2 1 4 12

8 -3 20

4 11 -1 33

2 1 4 12

0 -7 -12 -28

0 4 -9 9

2 1 4 12

0 -7 -14 -28

0 0 =27 =27

Umformungen:

z,—4-z
R 22—2-21
2) Z3+%'Z2

2x,tx,+4x,=12

—7x,—14x,=—28 L[={(3,2,1)}
=27x,=—27=>x,=1
zweite Gleichung: —7x,—14-1=—28=x,=2
dritte Gleichung: 2x,+2+4=12=x,=3
2. Beispiel:

x,+2x,—x,=2

3,,+6x,—x,=4
—x, —2x,—-3x,=-2

X, X, X, b
1 2 -1
3 -1 4
-1 -2 3 -2
1 2 -1 2
0 0 -2
0 0
1 2 -1
0 0 -2
0 0 0 2
Umformungen:
z,—3z,
Zy+z,
2) z3—z,

= das System besitzt keine Lésung L =0
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3. Beispiel:
X, +2x,—x,=2
3,+6x,—x,=4
—x, —2x,+3x,=—4

X, X, X5 b
1 -1
3 -1
-1 -2 3 -4
1 2 -1 2
0 0 -2
0 0 -2
1 2 -1 2
0 0 -2
0 0 0 0
Umformungen:
I,
2) zZ37 2,

X, +2x,—x;=2
2x,=—2=>x,=—1

erste Gleichung:
x,+2x,+1=2
wir wahlen: x,=r€R=x=1-2r

L={(x, x, x;)|x;=1-2r,;x,=r;x;=—1,r€R]

Ein LGS mit m Gleichungen und n Unbekannten, mit Koeffizienten a; und rechter Seite bj i=1,...,m
, j=1,...,n hatdie Zeilenstufenform, wenn es ein r€{1,...,min(m,n)} gibt, so das gilt:
)

— furalle i,€(1,...,7} gibtesein j,E€[1,...,7}
Jo=iy a;;,#0 und a’=0 firalle i€(1,...,i,— 1] (falls i;>1)
- firalle i€{r+1,...,m| (falls r<m)git a;=0 firale j€(1,...,n}
Jedes System Zaijijbi i=1,...,n (LGS) lasst sich mit Hilfe Zeilenumformungen in ein System (
i=1

LGS") Z a; xj:bf , i=1,...,n in Zeilenstufenform tberflihren.
j=1

Kriterien flr Ldsbarkeit:

(LGS) ist Lésbar & r=m oder r#m und b, ,=...=h, =0

— ist r=n und H a:;tO , so ist (LGS) eindeutig |6sbar.
i=1
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— ist r<m und Z ‘bf|>0,so ist (LGS) nicht I6sbar.

i=r+1

Version 1.6.121

Eigene Klassifizierung linearer GleichungssystemeE

Klassifizierung homogener linearer Gleichungssysteme

Koeffizientenmatrix 4

123 10 B

A | g4 5 |p| RIA=3
0 0 6 |0
Koeffizientenmatrix 4

1 2 3 |0 _

| g 4 5 |o] R(4)=2
0 0 0 |0
Koeffizientenmatrix A4

123 1o B

c) 000 lo R(A4)=1
0 0 0 |0

R(X) gibt den Rang von X an. Der Rang ist die Anzahl der Zeilen wo Jx,: x;#0 .

a) R(A)=3 b) R(A4)=2 ¢) R(4)=1
1 Lésung o viele Losungen oo viele Losungen
6x,=0<x,=0 . —ix X, =—2X,—3x,
4x,=0=x,=0 247 x, x;€R
x,=0 xl——2(—%x3 3x3——%x3
x,€ER
Schnittpunkt durch Nullpunkt: 1 1 x,+2x,+3x;=0: Schnittebene
s(ololo] x| |[T2% D) durch Nullpunkt
QITL T2
X, 477 4
X, 1

3. Lineare Algebra
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Klassifizierung inhomogener linearer Gleichungssysteme

Matrix Rang| Losungs-Anzahl Schnitt 3er Ebenen Grafische Interpretation

A
lisasax

3 1 Schnittpunkt (nicht Nullpunkt)

o0

Zum Beispiel: ‘
2 1 2 34 Schnittgerade (ohne

05 67 Nullpunkt)
0 0 0]0

0 -
Zum Beispiel:

2 1 2 34 Keine gemeinsamen Punkte
0 5 6|7
0 0 0|8

o0
Zum Beispiel:
1 1 2 3|5 Schnittebene ( £,=E,=E})
2 4 6|10
-1 -2 =3|-5

0
Zum Beispiel:

1 1 2 316 Keine gemeinsamen Punkte
2 4 617
-1 -2 =38

Matrizen

m,nEIN,'aijEIR;iZI,...,m;j=1,...,n
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a;, ap - a4y
a a e a .

a2 20 [ Matrix vom Typ mXn
am] amZ e amn

Die Menge aller m X n -Matrizen bezeichnen wie mit IR”*"

.....

erster Index — Zeilen

zweiter Index — Spalte
Nullmatrix: a,;=0 firalle i=1,...,m; j=1,...,n.

Diagonalelemente: a;

transponierte Matrix: A" Vertauschen von Spalten und Zeilen
ay a4y A1
Ay Ay 0 Ay,
aln a2n amn

(47)'=4

Fir die Nullmatrix aus IR™*" schreiben wir 0 oder auch 0,,,,

Beispiel:

e 1 0 4 cR2

2 5 1

A istvom Typ 2X3

1 2
A=[o 5|eR>™?
4 1

AT istvom Typ 3X2

Quadratische Matrizen: R™*"

wir sagen auch: eine Matrix ist quadratisch vom Typ m.
obere Dreiecksmatrix: aU:O far i> j

untere Dreiecksmatrix: a,.]:O fir a<j

Diagonalmatrizen: @, =0 fir i# j

Beispiel:
A= (‘1211 ;; eR™ st quadratisch vom Typ 2

a, x,++a,x,=b,

a, x,+-+a, x =b,

ml mnn n

Rechnen mit Matrizen:

A, BeR™" A=(a;), B=(b;)

3. Lineare Algebra
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A+ B%(a;+b;) Summe von Matrizen
A€R
A-A%(Aa;) das skalierte A -fache von 4

Beispiel:

2 1 1 -2 -8 =2 2 1 1 -2 -8
+(—2) = +

(1 0 0 ( )(2 0 4) (1 0 0 2 0

A=(a;)ER™", B=(b,)ER"" m,n, pEN
C¥ AB%(C,)eR™"

n
Cik:Z aijbjk i=1,....m; j=1,....p
=0

Beispiel:
1 -2
1 2 3‘3 5 |= 1-1+2-3+3-3 1-(—2)+2~5+3'O
0 1 4/ o \01+1:3+4:3  —1-0+1-5+4-0
Merkregel:
by, © b bls
b21 'b2k bzs
b',, R b.m
a“ alZ ...... alr C“ ...U e Cls
ail ai2 ...... air Cik .
anl anZ ...... anr cn] ......... Cns

a,x,+-+a, x,=b,

amjxl-i-----l.-amnxn:bm

A.=b

Wobei 4=(a;)i=1,...,m; j=1,...,n€R™"
X

x=|"2|eR™" b=|"2|€eR™"

x b

n n

-2

:

16 8
15 5

S

|

=7

Version 1.6.121

Das Produkt der Matrix 4 mit der Matrix B kann nur dann gebildet werden, wenn Spaltenzahl von A4 =

Zeilenzahl von B .

Fir das Produkt 4B gilt dann

— Zeilenzahl AB = Zeilenzahl von A

— Spaltenzahl AB = Spaltenzahl von B

3. Lineare Algebra
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Vorsicht

Version 1.6.121

Im Allgemeinen gilt: 4B # BA ; und nicht: AB=0=A=0 oder B=0 ! Und auch nicht oder

AB=AC=>B=C.

AER" " : Wirnennen A invertierbar wenn es eine Matrix B€IR”*" gibt, so dass

1 0 O
AB=BA=E,%|: - 1|eR"".
0 0 1
E = Einheitsmatrix €R"*"
Fir E, €R"™" gilt E,-A=A-E,=A firale 4€R"*".
Wirnennen B die inverse von 4 und schreiben B=4"".
Nicht alle Matrizen #0 sind invertierbar.

Beispiel:

A= ( i i) ist nicht invertierbar.

Beispiel:
1 2 3
A=12 1 0
1 0 2
A E3
1 2 3 1 0 0
2 1 0 0 1 0
1 0 2 0 0 1
1 2 3 1 0 0
0 -3 -6 -2 1 0
0 -2 -1 -1 0 1
1 2 3 1 0 0
0 -2 -6 -2 1 0
0 0 3 1 2 1
3 3
1 2 0 l 2 -1
3 3
0 -3 0 _ﬂ _l 2
3 3
0 0 3 1 2 1
3 3
1 0 o | 2 4 1
9 9 3
0 ! 0 4 2
9 9 3

3. Lineare Algebra
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O | —
O
UJl»—A

Umformungen:
z,—2z,

1
) 37y

Probe:

—_— N =
S = N
S W
O|— O|H
|
ol ol N=J N
|l
OO =
o = O
—_ o O

W [ =

Determinanten

rekursive Definition:
n=1, A=(a,)eR™'=R
detA:=a,,

n=2 A=(a;)ER"

det A2 a det A, (—1)""

J=1

A;, ist die Matrix, die aus A4 durch Streichen der i -ten Zeile und der ersten Spalte entsteht.

Beispiel:
1 3 4
A=|3 =2 2
0O 2 0
b3 4 -2 2 3 4 3 4
det[3 -2 2 =1-det( )—3-det( +0-det( )Z1-(—4)—3-(—8)+0=—4+24=20
2 0 2 0 -2 2
0O 2 0
der Fall n=2
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a a
det( """ "Pl=a, a,,-apa,
ay Ay
der Fall n=3
ay a4 ap a4 a 4 4 de a
det{a,, a, a,|=a,det|"? “F|-a,-det[""? “Pl4+a, det|"? "V
as;; QA as, dsy ay dy
az Az dsg
Anwendung
- Ax=bA€R™"
ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn det 4#0
In diesem Fall gilt:
die Lésung von Ax=b lautet x=A"'p
- A€R"*" ist genau dann invertierbar, wenn det 4#0
Vektoren
R"=IN"!
Folgerung:
— Summe von Vektoren
— Multiplikation mit einem skalaren Grof3e (mit einer reellen Zahl)
1 0 0 1
| 0 5 1 , 0 0
eZlol,eE|ol,eE|1],e" 2|0, sind Einheitsvektoren
0 0 0 1
Fir jedes xe€lR" qilt:
X | 5 n ]
x=|: |=xe +x,e +..4x,e"=) xe
X” i=1
Seien x"...,x, ER" mit A,...,A,€ER
)\lxl +...+)\mx’":z )\l.x[ nennen wir Linearkombination der Vektoren x"..., x” mit den Koeffizienten
i=1
AL ALER.
Die Vektoren x'..., x"€IR" nennen wir linear unabhéngig, wenn
| 0
m n . . .
Ajx 4.+, x"=0eR" |0=0,=0,=|: || nurwenn A, =A,=...=A,=0 erfiillt ist, andernfalls
0
linear abhangig.
Beispiele:
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it

Denn: )‘1

€R’ sind linear unabhangig.

-

A
0

0
A,

+

= A, :(0)1:)?\1:7\2:0
A, 0

1\ (0} (1 2
) ) cR . . Anaiq.
b) (O) (1) ) sind linear abhangig
1 0 1 0
: +2(7 -~ |= A=1,2,=2,A=—1
Denn: (0) 1) (2) (0)( 1 2 3 )
Die Menge aller Linearkombinationen von ¢' ¢?,... e"€lR" ist IR".

P(X,, X,) Kartesisches Koordinatensystem

17772

X
Wir nennen den Vektor !

X X,

2 — [x
)EIR den zu P gehorigen Ortsvektor. Wir schreiben OP:( 1)_

513 ist die gerichtete Strecke mit Anfangspunkt O und Endpunkt P .

Die gerichtete Strecke AB zwischen den Punkten A, B lasst sich schreiben als: AB=0B—0A
A

“BA—

»
»

Wenn 5;1: 4 )55: bl dann: ZE: bl_al )
a, b, b,-a,

a b 2
Vektoren a=| '|.b=| T|ER
a, 2
A
a| b,
Wir betrachten: \a,| \b, X
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x=|:|,y=|: |, x#0,y#0,

Multiplikation von Vektorpfeilen

— Unter dem Skalarprodukt (inneren Produkt) der Vektoren x, y verstehen wir x-yﬁz X Vi -
k=1

X4 n
—» Unter dem Betrag (der Lange) der Vektors X€IR", x=| : | verstehen wir: REINESE \/Z xi
X, k=1
X
— unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren x, y€IR" verstehen wir den durch cos(¢)= » |y|
x|y

bestimmten Winkel, vorausgesetzt: x#0,,y#0,

Wir schreiben auch ¢p=<(x, y)

Eigenschaften

- |¥=0ex,=x,=..=x,=0, xeR"
- —hxllyl=xy<xllyl

_ xy=pex

- x(y+z)=x-y+xy

- (Ax)-y=x-(Ay)=A(xy)

x,y€R", y#0,
Unter der Projektion X, des Vektors x auf y verstehen wir x)d:ef—;; y

\J

y=Vy y=yy=|f

Beispiel:
-8 -3
= _2 ,y: _4
6 -1
x-y=+104;|y|=v26; y=4(x, y)
_xy _ 26 _1 o/ TT
cos¢p= = =—=>¢=60°(=
PN Vs 2 P
Das Vektorprodukt

(hurim IR* 1)

x,yER; x,y#0,
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Unter dem Vektorprodukt von x,y verstehen wir einen Vektor v€IR® mit folgenden Eigenschaften:

v=xXy

v steht senkrecht auf x, y
V=[xl {ylsing, p=<(x, y); 0<p=<m=180°

Die Vektoren x, y,v bilden in der angegebenen ein Rechtssystem (Rechte-Hand-Regel)

[|=|xX y| =dem Flacheninhalt des von x,y aufgespannten Parallelogramms.
Es qilt folgendes:
- XXy=—yXXx
(Ax)Xy=A(xXy);A€R

(x+y)Xz=xXy+yXz

- x><y=(x2y3—x3y2’x3y1—x1y3,x1y2—x2yl)

Merkregel:
e' X1 Wi

xx y=det| ¢’ X, W :el(X2Y3_x3yz)_€2(x1J’3_x3y1)+€3(xlyz_sz’l)
e’ X3 V3

- X,y sind linear abhangig < xX y=0,

Das Spatprodukt
(nurim IR?)

x,y,zEIR3,‘x¢O3’y¢O3Z¢O3

def

(x,y,z)E(xXy)z
- (x,y,z) nennen wir das Spaltprodukt.

- |(x v, Z)| = das Volumen des von x, y,z aufgespannten Parallelogramms (oder Spats).

A

X 4
Esgilt: (x,y,z)=det|x, vy, z,|=x,(y,25=32,)+x,(y32, -y, z3)+x3(y, 2,- ¥, 2))
X3 V3 Z3
Anwendung:
X N 4
- x,y,z€IR?: linear unabhangig e(x,y,z)#20e X, ¥, z,|#0
X3 V3 Z3
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— Punkte 4, B,C,D liegen in einer Ebene genau dann wenn (ZE , ZE ZD)ZO

Beispiel:
3 —1 —6
1 4 5
Beispiel:
-2 4
x={—=1 3 =2),y=|1 |.z=| 3
1 —7

Frage: Lineare Abhangigkeit

-1 -2 4
Antwort; det| 3 1 3 |=7+124+12+8—-42+3=7
-2 1 =7

1 2 n
Fir beliebige Vektoren x!... x"€lR" gilt: x"..., x"€IR" linear unabhéngig < det(x",x7,..., x")#0 )
Spalten der Matrix

Geraden

— A sei ein fester Raumpunkt mit dem Ortsvektor a:a;l und relR>.

=
X1

Alle Punkte X der Geraden werden durch den Ortsvektor x:@?
x=a-+tr;t€R (Parameterdarstellung oder Punktrichtungsgleichung)

— Seinen A und B zwei feste Raumpunkte, 4# B, mit den zugehorigen Ortsvektoren a=0A mit
b:5§ . Dann gibt es genau eine Gerade g durch die Punkte A, B.

Alle Punkte X der Geraden werden durch den Ortsvektor x:a)? beschrieben.

x=a-+t (b— a),;t€R (Parameterdarstellung, Zweipunktgleichung)
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Beispiel:
A=(1,5), B=(3,4) Punkte in der Ebene. Die zugehérigen Ortsvektoren sind a =04 Z(é) ,

o5_(3
b=0B=

Zweipunktgleichung der Geraden durch 4, B lautet:
1 2 1+2t

=a+t(b—a)=|_|+t|*|=

S H i By

X x,—1
Wenn x:(xl) ,soist x;=1+2t,x,=5+4t = xl:l+2t:>t:1T . Einsetzen in x,=5+4t
2

x,—1
liefert x,=5 +4lT:5+2X1—2=2x1+3

X

(x—a)-n=0 (Hesse'sche Normalenform)

Weitere Darstellungsméglichkeit (x—a)-n=0<x-n=a-ne=x-n=d (n,a (bzw. d ) sind vorgegeben).
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Sei x=a+th mit t€R;a,beR’ die Gleichung der Geraden g .
b
gegeben

Fernen sei g €R* der Ortsvektor eines gegebenen Punktes ( . Wir suchen den Abstand zwischen Q' und
g.

X

Sei X, der FuRpunkt des Lotes von Q auf g und X, der zugehdrige Ortsvektor.
Fiir den Vektor d £x,—¢ giltdann d-b=0.
Der gesuchte Abstand zwischen Q und g istdann |d| .

Es qilt:
— X b — )
|d|=M xozafwb (Wir diirfen nicht kiirzen!)
| b-b
Beispiel
1 2
Sei g eine Gerade X=(—2|+7 3 | und Q=(1,—2,7) ein Raumpunkt. Wir suchen den Abstand des
0 -4
Punktes O von g und den FuRpunkt X, des Lotesvon Q auf g.
1 2 1
—q)X
Fir den Abstand gilt: |d|:W:Hiersind: a=|-2b=| 3 |.g=|-2
0 —4 7
0 2 21
=(a—q)xb=| 0 |X| 3 |=|-14
=7/ \—4

l(a—q)xb|=V21+14*=7-/13

Ib|= 4+ 9+16:@:|d|:7-\/£

29
1 2 —0,9310
a—q)b 28 ’
xoza—(T%)bZ -2 —E 3 |=| 4.8965
0 —4 3.8620

x-n=a-n (Normalengleichung / Hesse'sche Normalenform falls |n|:1
x=" N & sa= 4
Xy n, a,
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X n=Xx;n,+x,n,
a-n=a;n,+a,n,

=>x;nt+x,n,=a-n=a,;n,+a,n , , ,
R 171 22 =x-n=x,-n,+x,-n,=d (Koordinatengleichung) mit

.Ed

n,n,d€R

Beispiel:
A=(15), B=(3,9)

x=a+t(b—a)=(1+2t)

5+ 4t
a:52: 1 ,‘b:5>B: 3
5 9
wp (2
r€b—a (4)
n-r=0

zum Beispiel: n:(_zl) , Probe: n'l’Z(_zl)‘(i)=4—4=O

x-n=2x,—Xx,

a.n:(;).(_zl)zz_sz_z

Normalengleichung

2x,—x,=-3 (ex,=2,+1)
Hesse'sche Normalenform

|n|:m:¢§

noﬁ n( |n0|—

Eg

X ny,=a-n, (Hesse'sche Normalenform)

Gleichung einer Ebene

0
Sei A ein Raumpunktund b, c€IR® zwei linear unabhangige Vektoren ( 5Xx#( 0 | ). Dann gibt es genau
0
eine Ebene E , die den Punkt A beinhaltet und parallel zu den Vektoren b, ¢ ist. Jeder Punkt X der
Ebene ist durch den Ortsvektor x=a+¢-b+s-s mit s,tEIR (Parameterdarstellung) gegeben. Dabei ist
a=04 .
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B E b, ¢, X,
mit 4(a, a, a;), b=|b,|, c=|c,|, X=|x,| ist
by €3 X3

x=a+tb+sc aquivalentzu x,=a;+tb,+sc, i=12,3.

Seien A, B, C drei Raumpunkte, die nicht auf einer Geraden liegen. g —0A , b=0B , c=0C
Dann gibt es genau eine Ebene, auf der die drei Punkte 4, B, C liegen.

Jeder Punkt X der Ebene ist durch den Ortsvektor x=a+t(b—a)+s-(c—a);t, sEIR gegeben.
x,=a,+t(b,—a)+s(c,—a)t,seR,i=123

Xy b, ¢y
Dabei sind X=|x, |.b=|b,|.c=|c,| 4=(a, a, a;)
X3 b, C3

Die Ebene E sei gegeben durch x=a+¢-b+s-c mit a,b,c,x€R’;¢,s€R
A Raumpunkt a=04

A

8

Wir wahlen n£hXc
Aus x=a-+tb+sc folgt: n-(x—a)=0 Gleichung einer Ebene durch A4 senkrecht zum Vektor 7 .
Ist |n|=1, so sprechen wir von der Hesse'sche Normalenform der Ebene.
(Parameterfreie Darstellung)

a, b, X X
Mit a=|a,|, b=|b,|, x=|x,|, X=|x,| ist n-(x—a)=0 aquivalentzu n,x,+n,x,+n,x,=d mit
as b, X3 X3
d=n,a,+n,a,+n,a,; Koordinatengleichung.
Beispiel
Seien A=(1,5,0), B=(—2—-1,8)C=(2,0,1)

wir setzen b=AB , c=AC
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-2 1 -3 2 1 1 -3 1 34 0
b=[—-1|—|5|=|=6|; c=|0|—[5]|=|=5]| DXc=|-6|X|=5|=[11|#|0]|=b.c = linear
8 0 6 1 0 1 8 1 21 0
unabhangig.
1
Wie setzten a=|5
0
1 -3 1 1-3t+s
= x=|5|+t[—-6]|+s|—-5|=[5—-6t—5s|t, sER
0 8 1 8t+s

Gleichung der Ebene durch die Punkte A,B,C

n{(x—a)=0
34 1
nx=na;n=|111\,a=(5
21 0

Schnitt zweier Ebenen
Seien E,, E, Ebenenim |IR® mit den Gleichungen

ny(x—a,)=0;n,(x—a,)=0 mit n,,n,,a, a,€R’

0
Wir setzten voraus: 7, Xn,#| (0
0
0
Denn: 17,Xn,=|0|= E,, E, sind parallel. Wir unterscheiden zwei Falle:
0
- ENE,#@Q=>E #E,
- ENE,=Q
Gesucht wird die Schnittmenge E£,NE, unter der Voraussetzung
0 Andere Folie:
n,Xn,# 0] . 0
0 n,Xn,#|0|=E, E, sind parallel;
0

Aus 1, (x—a,)=0,;n,(x—a,)=0 folgt
nyXxX,tu,x,tn;x,=n;-a,; np-x=n;a,
Ny X1+ 1y Xy F Ny X, H 153 X3=1,0a, mit n,x=n,a,
n; X
n=\n, si=1,2;,x= X,
N X3
Zu lésen ist ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten.

Die Lésungen dieses Gleichungssystems bilden die Schnittmenge £, NE, .

Beispiel:

Wir betrachten zwei Ebenen E, E, mitden Gleichungen: E,: x, +x,+x;=2
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E,:—4x,—x,+x,=1

X, X, X5 b
1 1 1 2
-4 -1 1 1
1 1 1 2
0 3 5 9
letzte Zeile liefert:
3x,+5x;,=9
Umformungen:
1) 4-Gl, +Gl,
Wir setzten x;=f€IR
9—5t )
=—=3—-=t
! 3
9.5 5 5 2
X1:2_)C3—X2:2—t—§+7:2—3+ g—l)l‘:—l'i‘ E—l)l‘:—l'i‘gt
2
-1 3
x=| 3 |+t 5
9 3
1
2
-1 3
Die Schnittmenge der Ebenen E| E, ist eine Gerade der Gleichung: X=| 3 |+ el
0 3
1
Allgemein qilt:

Die Schnittmenge zweier Ebenen £, E, , die nicht parallel sind, ist immer eine Gerade.
Zweite Moglichkeit die Schnittmenge zu bestimmen:

0
wir setzten ¥ =n,Xn,#| 0

0

ist 4 in £,NE, mitdem Ortsvektor a=0A soist x=a+1ir eine Gleichung der gesuchten Gerade, die
die Schnittmenge £,NE, bildet.

Kreise und Kugeln

gegeben: melR"; reR,r>0
gesucht: {x€R"||x —m|=r|
allgemeine Gleichung:

(x—m)-(x—m)=r*r€R,r>0;x€R”
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x—m?=r?

|x—m|=r

Spezialfalle:

n=2,R? Kreisgleichung (x,—m,)*+(x,—m,)’=r

n=3,R* Kreisgleichung (x,—m,)*+(x,—m,)

Beispiele:
a) Kreis mit Mittelpunkt 7=(2,—4) und Radius =3

{3

(x,—2)+(x,+4)’=9

=3%=9

5
b) Kugel mit Mittelpunkt #=(—3,2,—4) und Radius r=>

25
X0+ 6%, + 9+ x5 —4x,+ 4+ x3+8x,+16 7720 Daraus wissen wir, das dies ein Kreis/Kugel ist.

Beispiel:
X7+ 2%, + x5+ 4x,=1
Beschreibt diese Gleichung einen Kreis? Wenn ja, bestimmen Sie den Mittelpunkt A/ und Radius r .
Ziel: (x,—m, ) +(x,—m,)’=r’
2 2
+2x,+1—-14+x+2x,-2+4—4=1 —
X Y2 X - = Mittelpunkt M =(—1,—2); Radius =46

(xz+2)2 ...=6

>

(x,+1)

Abstand zweier paralleler Ebenen

Seien £, E, Ebenen mit den Gleichungen n]-(x—al)zu;n],alelR3 112-()c—c12)=u;nz,azelR3 . Hier
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0
setzen wir voraus 7, X7n,=|0|.D.h. n, und 7, und somit £, und E, sind zueinander parallel.

0
Wir unterscheiden zwei Falle:
a) ENE,#0 (= E,=E,)
by ENE,=0 (= E\#E,)

Der Abstand |d| der Ebene E, und E,: |d|

_ |n1'(a2_a1)‘ (|d|:‘”2‘(a2_a1)|)

Il )
Folgerung: |d|=0<n,-(a,—a,)=0
1) a,=a,=n(a,~a,)=0=>E =E,

2) a,#a,=n, stehtsenkrechtauf a,—a,=E =FE,

Ist n,-(a,—a,)#0,sogilt E,#E, (inunseremFall E ||E,)

Beispiel
E, E, Ebenen mit den Gleichungen E,:—x,+4x,+2x;=—3 und E,.—2x,+8x,+4x;=34 . Wir
suchen den Abstand zwischen £ E, .

-1 -1
n=4 |;n,=| 8

2 4
ny-a,=—3 n,a,=34

nra,=—3<—1-a, +4a,+2a,=-3
n,a,=34<-2-a,,+8a,,+4a,,=34

Lésung:

ay
fur @1=|a,, | zum Beispiel: a;,=a, =0=>=3
as;

fur @2=|a,, | zum Beispiel a;,=a,,=0=>a,=—17

s
—-17 Andere Folie:
= 0 ngx=n,a,
0
Ny X=n,da,
|d|:|”1 (a, a1)|
|
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—-17 3 20
612 Cll— 0 - O = O
0 0 0
—11 /20
ny(a,—a)=—| 4 |{ 0 |=20
2 0

=1 +16+4=+21

Weitere Abstands- und Schnittprobleme

Zwei Geraden
g,:x,=a,tt,b, ,'al,b1€IR3; t,€R;x €R’
g, x,=a,+t,b, ,'ctLbZEIR3 ;LER; x,€R’

1. Fall: g,,g, sind parallel.

0
g1||g23b1><b2: 0
0
—a,)Xb Xb
Der Abstand zwischen g, und g, ist M:% (|d|:‘(a1 ‘Zz‘) 2|
1 2

X

2. Fall g, ind g, sind windschief, d.h., sind nicht parallel und haben keinen gemeinsamen Punkt.

Spatprodukt
a,—a,)(b,Xb
Der Abstand abs d ist gegeben durch |d|=|( 2 bl) (bl 2)‘ |d|:‘a2*a1,b1,b2| .
‘ 1 X 2| ‘b1><bz‘
0
Beachten Sie dabei, dass b,Xb,#|0
0
Bemerkung:
0
g,,&, sind genau dann windschief, wenn b, Xb,#|0| und (a,—a,,b,,b,)#0.
0

3. Fall: g, und g, haben einen gemeinsamen Schnittpunkt.

e Berechnung des Schnittpunktes:
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t,b,—t,b,=a,—a,
3 Gleichungen mit zwei Unbekannten 7,7,

e Berechnung des Winkels ¢ zwischen g, und g, :

D.h., Bestimmung des Winkels zwischen den Richtungsvektoren b, und b, :

cos¢p= b5

. p=<x(b, b,); pE|0, 7]
b, b.] 1o "

Dabei sind: |b, [|b,|#0

Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen
E :n-(x—a)=0n a R’
E,:ny(x—a,)=0n, a,€R’

0
Wie setzten voraus: 7, Xn,#|0
0

Der Schnittwinkel ¢ zweier Ebenen E, und E, , ist der Winkel zwischen ihren Normalvektoren 7, und
n,.

_ [,°my)

il

Wir bestimmen aus der Gleichungen cos ¢ ¢:{(’11, n,); $€l0,m|
Abstand eines Punktes von einer Ebene

— Eine Ebene E ist gegeben durch einen Punkt A mit dem Ortsvektor a=0A und einen Normalenvektor
neRr’

—  Ein Raumpunkt Q mit dem Ortsvektor q:@
Fiir den Abstand |d| zwischen Q und E gilt:

L
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Abstand einer Geraden von einer Ebenen
g:x—a+th;a,bERtER
E:n(x—c)=0;n,ceR’

Fir den Abstand zwischen g, E gilt ( g, E sind parallel):

Beachten Sie
- g, FE sindparallel = n-b=0
- st |[d|=0;so0ist gNE=g

Schnittpunkt und Schnittwinkel einer Geraden mit einer Ebene
Hier setzen voraus.
n-b#0
x=a+tb q,beR’
n(x—c)=0 n,ceR’
Sei xg der Ortsvektor des Schnittpunktes §, d.h. xS=5§
Es gilt: x;=a+¢b und n(xy—c)=0
Einsetzen der ersten Gleichung in der zweiten Gleichung liefert:
n(c—a)
n-b

Daraus erhalten wir nach Einsetzen in die Geradengleichung fir den DurchstoRpunkt:

1=

n-(c—a)

n-b

X¢=a+ b

9" Wir bezeichnen mit ¢p=<(n,b)

Der gesuchte Winkel o« zwischen der Geraden g und g’ ( g’ liegt auf der Ebene E: g' istdie
Schnittgerade zwischen der Ebene E und der von n und b aufgespannte Ebene) erfilllt.

T

O(:E—(l)
c0s¢=ﬂq§€[0,n]
it

Affine Abbildungen
Die Zuordnung x > Ax (R"—IR") wobei x€R"; A€R™" (IR"=IR"™" ) definiert eine Abbildung.

Es gilt: A(x,+x,)=Ax,+Ax,, x x,€R", A(Ax)=AAx,;x€R", AcR.
Abbildungen mit diesen Eigenschaften nennen wir linear.
Es gilt:
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Ist 4€R"*" und v€IR"

So definiert die Zuordnung

x» Ax+v x€R"

R"—IR"

ebenfalls eine Abbildung.

Solche Abbildungen nennen wir affine Abbildungen.

Affine Abbildungen der Ebene auf die Ebene:

xl—)x+vb: a11x1+a12x2+v1
Ay X, +a,x,+v,

Spezialfalle

- A:E2 , veR?

xPAx+v=x+v
Translation (Schiebung)
A
X

2

=
X1

A:(b - ya,beR:uktA:a%Jf:r%reR;r>o
a

b
r :r_(cosqb —sinqb) mit ¢p€[0,277]

a singp cos¢p

NSy R

Solche Abbildungen nennen wir Drehstreckungen: Drehung um den Winkel ¢ und Streckung
(Stauchung) um den Faktor »>1 beziehungsweise 0<r <1 .

Beispiel
_T L _(0 -1
¢ 220052 sind 2—1,1/—1=>A—(1 0)
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=00 (e

$=0
relR;r>0
0
4=|"
-y )
Streckung, falls »>1

Stauchung, falls 0 <r <1

)
X, rx, X,
Beispiel

=1

reR,r>0

= Skalierung mit —r
Spiegelungen
-1 0
A=
[0 )

Spiegelungen an der X, -Achse

A

A:(é —01)

Spiegelung an die X, -Achse

3. Lineare Algebra

Version 1.6.121
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4. Analysis

1. Einteilung der Zahlen

1.1 Definitionen

IN={1,2,...} natirliche Zahlen IN,=INU{0]
Z=[0,+£1,%2,...] ganze Zahlen

@:[ﬂ

n

m,nEZ]

IR = reelle Zahlen
NcZcQcR
,Gott gegeben®

1.2 Beispiele

3 4 .
) 2=1,5,2=1,3333...,%1,3
) 5=153

~1 16 _
T =0.125;—-2=—14545..=—1,4
=—0.125,—— 545 5

All dies sind rationale Zahlen.

i) \/Ze, 1t sind reelle Zahlen, die keine rationalen Zahlen sind — irrationale Zahlen

1.3 Irrationale Zahlen
Irrationale Zahlen zerfallen in 2 Kategorien:

a) algebraisch irrationale Zahlen, welche Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten
darstellen. Zum Beispiel:

~ /2 istNullstelle von x2—2 (=0)

%/g

- ist Nullstelle von 8x>—3 (=0)

b) Die anderen irrationalen Zahlen heil3en transzendente irrationale Zahlen. (e, 1T )

1.4 Ganze Zahlen

Ganze Zahlen sind auf eindeutige Weise entweder

— gerade Zahlen, d.h. von der Form 2-m m€Z

— ungerade Zahlen, d.h. vonder Form 2-m+1 meZ

Behauptung: Eine Zahl z€Z ist genau dann gerade falls z*> gerade ist.

Beweis: ,=“ z€Z und z gerade = z’ ist gerade

Sei z gerade = z=2-m firein m€Z =z"=4.;’=2(2-m’) = z* istgerade.
, < “zu zeigen: ist z> das Quadrat einer ganzen Zahl z undist z> gerade, dann folgt z ist gerade.

Widerspruchsbeweis: Sei z ungerade = Z2=2.m+1 firein
MmEZ=z"=(22m+1V=4-m*+4-m+1=2(2-m*+2-m)+1 #
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1.5 Auf den reellen Zahlen ist eine Ordnung erklart

a<b lies ,a kleiner b*

a>b=>b<b

Eigenschaften einer Ordnung

1) Fir a,beR gilt entweder a<b oder a=b oder
a>b ,Trichotomie*

2) Ist a<b und b<c = a<c ,Transitivitat"
3) lIst a<b
1. 2a+c<b+cVceR

2. =ac<bcVceER mit ¢>0.,Monotonie*
Notation:
- a<b lies ,a kleiner oder gleich b*

- a=b lies ,a gréRer oder gleich b*

1.6 Intervalle
Von nun an seien a und b in reellen Zahlen.
[a,b]|Z{xeR|la<x<b] ,abgeschossenes Intervall"

b)!lxeR|a<x<b!| ,offenes Intervall®

a

def

(a,b)={ J
a,b)2{xeR|la<x<b] ,halboffenes Intervall*
(a,b]={ J

x€R|a<x<b!| ,halboffenes Intervall*

Spezialfalle
,00)¥xeER|x>al

a,o)2{xeR|x>a}

—0,a)¥{xeER|x<al

0, 0)¥R

[a
(
(—o0,a)Z2{xeR|x<a}
(
(—

oo#undendlich sondern nur einfach ein Zeichen!

2. Ungleichungen

2.1 Aussagen

Aus Aussage 1 - 3 lassen sich folgende Gleichungen ableiten
e a<bAc<d=a+c<b+d¥a,b,c,deR

e a<bAc<d=a+c<b+d¥a,b,c,deR

e a<bAc=0=a-c<b-cVa,b,c,deR

. asb:lzl‘v’a,belR\o
a b

e a<b=>—-a>—-bVa,beR

4. Analysis

Version 1.6.121

Eigener Kommentar:

Diese 3 Kern-Eigenschaften miissen
fiir jede Ordnung vorhanden sein.

Eigener Kommentar:

Die Grenzen gehéren hinzu.
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2.2 Bezeichnung

a<0=a ,ist eine negative Zahl"*
a<0s q ist eine nicht negative Zahl
a>0< g ist eine positive Zahl

a=>0< q ist eine nicht negative Zahl

3. Der Absolutbetrag

3.1 Definition

w| a falls a>0
|—a falls a<0

Fir a€R ist |a

|l

3.2 Eigenschaften
- |-al=ldl

- |a=0=a=0

- |a-b|=la|-b
a|_ld|

T

- |d"|=la"|lneN

_ LZLMEIN;a;féO
a" ‘a"|

3.3 Behauptungen
I

i) Behauptung: |x|=max|x,—x]

1. Fall: x<0=|x|=—x

max |x, —x|=—x
2. Fall: x>0=|x|=x
max |x, —x|=x
i) a<b und —a<b=l|a|<b

=>—b<a<b=la|<h

Version 1.6.121

Der Betrag einer reellen Zahl ist immer nicht negativ.

Y xeR

iy |a+b|<|a|+|p| W a,beR — Dreiecksgleichung

4. Analysis
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Beweis:

1. a<|a| und b<Jp| Va,beR
= a-+b<|a|+p|

2. —a<lal, —b<|b|
=>—a—b<|a|+|b|
mit 3.3 ii) folgt insgesamt:
—(a+b)<l|a|+p|
(a+b)<|b|+]b|
=|a+b|<|al+|b|

3.4 Beispiele
i) Findealle x€R:|x—2|<1
1. Fall x>2: |x—2|=x—2,dannist |x—2|<1 genaudannwenn x—2<1<x<3
2. Fall: x<2: |x—2|=2—x dannist |x—2|<1 genaudannwenn 2—-x<lex>1.

=|x€R|+1<x<3| ist die Lésungsmenge der Ungleichung |x—2|<1.(...=1,3)

i) Finde alle x€IR, so dass §—4>£+6©l>10
X X X
Bedingung: x>0 )c<L
g g' y 10
. 1
Lésungsmenge | x€R 0<x<ﬁ

Behauptung: Firalle x, y€R gilt |x—y|>|x|—|y|
(Benutze wieder, dass a<bA—a<b=|a|<b)
Beweis: [x|=[(x—y)+y|<[x—)+[yl=l-[y[<k-)Vx, yeR
Vertausche x mit y = [y[—|x[<[y—x|=lx—yle—(x[-|{)<lx—yl= - |yl<|x-y|
g.ed

3.5 ,,Hartes“ Beispiel

Schreiben Sie die folgende Menge als Vereinigung von Intervallen:
i) MIZ{)CEIR|)CZ+6x+czZOJ1
Lésung: Idee: x*+x+ax*+6x+9+a—9=(x+3)*+a—9
1. Fal: a=9=>M =R

2. Fall: Lése x’+6x+a=0 fir a<9
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Losungen sind x1'2=—3i\/9—a A
Also: x*+6x+a=(x—x,)(x—x,)

x*+6x+a ist genau dann nicht negativ wenn
x€(—00,-3—9—a|u[-3+V9—a,x).

3.6 Beispiel ,.fur zu Hause“

Schreiben Sie die folgende Menge als Vereinigung von
Intervallen: A=|x€R|1<|3x—1|—[2x+1||<11]

Tip: Betrachte die Falle:

— x<—

2
R
2 3
1
— xX>—
Losung: A={—9 1 U 1 1|u(3,1)
g' b 5 51 b
Nachtrag

Schreiben Sie die Menge 4= {x €|R|a <[3x—a|-2x+1| <11 } als Vereinigung von Intervallen.

Loésung:
1 Fall'x<—l
: PXsTy

I3x—1|-(2x+1)|=|1 =3-x—(=2-x—1)|=2—x|=2—x = I<|.|<llel<2-x<1] &

—9<x<].= xE(—9,—%]

2. Fall: —l<x<l
. -7y

3
I3x—1|—[2x+1]|=|1-3x—(2x+1)|=[5x|=5|x| = 1<|.|<lle1<5]x|<1]
11 1 1 11

—— <X<— oder -<x<—/—

5 5 5 5

. 1
Zusammen mit Voraussetzung: ——<x<- X

2 3

1

. Fall: x=—

3. Fall: x 3
I3x—1|-[2x+1|=Bx—1—=(2x+ 1)|=]x—2| zulésen 1<|x—1]<11

i) %Sx<2 =>manhat 1<2—-x<11

zu lésen d.h. —9<x<1:«x€[%, 1)

i) x=2 =>manhat 1<x—-2<11

zulésen d.h. 3<x<13=x€(3,12)

4. Analysis Seite 52 von 73



Mitschrift vom Mathe-Vorkurs Version 1.6.121

11
5,

U u(3,12)

1
= A=(-9,—=
-3

4. Mittelwerte

a,+*...+a,

i) Das arithmetische Mittel von 7 reellen Zahlen ist gegeben durch x =
n

Anwendung unmittelbar.

a+b
Zusatz: Betrachte zwei reelle Zahlen a ,b€IR mit a<b . Dann folgt a<T<b .

Beweis: Aus a<b folgt: 2a=a+a<a+b<b+b=2b =
Bemerkung: Zwischen zwei reellen Zahlen findet man immer eine weitere reelle Zahl.

i) Das geometrische Mittel von 2 positiven reellen Zahlen ist gegeben durch x,%+va-b a,h€R>0.

1
.. . . 5
Analog fir n positive reelle Zahlen a, ..., a,: 5 g(af--"an) _n a..-a,

Anwendung: Ein Aktienpaket im Wert x,€ wachstim Wert und zwar um
- 10% im ersten Jahr

- 20% im zweiten Jahr

- 10% im dritten Jahr

Bezeichnen mit x; den Wert den Paketes nach 1 Jahr: x,= 1+% "X
2 2 1
Analog: x,= 1+E)-x1= 1+E : l+ﬁ X,
1 1 2 1
=(1+—|x,=|1+— || 1+—=)|1+—|x,.
S RTOY I RTOY A ST A RTO) A
1
1 3
Die mittlere Wertsteigerung betragt also 1+L . 1+£ . 1+L 31452 =1.132371348
10 10 10 10 ’
i) Das harmonische Mittel von 7 von Null verschiedenen Zahlen a, ..., a, , ist gegeben durch
. n
S —
a, a

Anwendung: Angenommen auf der Fahrt von Aachen nach Kéln fahrt man die halbe Strecke mit

km k
40 —— und die restliche halbe Strecke mit 60 A

h I Wie grof} ist die Geschwindigkeit?

L
Durchschnittsgeschwindigkeit: V= ?

_ L km km

. : v p— . T = . . . 40 T = . . . 60
Hier T +T, wobei 1| = Zeit mit der Sie _h fahren, 1, = Zeit mit der Sie h_
fahren.

L L

: . o = = L L

Die zugehorigen Geschwindigkeiten = 2 , 2 = T \=—— T,= =
VET T 2-v, 2,
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_ L 2 _ 2 o km
v= = V=—"""—=48 —
L L L+L = L+L h
22v, 2w, v, v, 40 60
a+. . +a’
iv) Das guadratischen Mittel von n reellen Zahlen a, ..., a, ist gegeben durch fqg i St
n

5. Potenz- und Wurzelrechnung
i) Essei n€IN dannistfirjedes ¢q>0 ;"¢ 4....-q
n-faches Produkt

ii) Wiedersei a>0 und n€lN:

Man kann beweisen, dass die Gleichung x"=g genau eine nicht negative Lésung besitzt.. Diese
1 —
bezeichnen wir mit a; oder ’\’/a und sie heildt ,, n -Wurzel aus a .

Typische Fehlerquellen:

S =

L 1
1. ist nur fur a>0 definiert und es ist immer a">0"

a
Also ist \/Zzz und nicht \/Z:—2 .

Unsinnig ist auch /4=+2 .

1

2. a; zu berechnen ist etwas véllig anderes als die Aufgabe aller Lésungen von x"=g zu finden.

zum Beispiel Xx,=2 und x,=—2 sind zwei Lésungen der Gleichung x*=4 .
1
3. st a<0,ist " Dicht definiert.
jedoch kann die Gleichung x" =g eine Losung haben.

zum Beispiel: #=3 und a=—1 . Dann hat die Gleichung x’=—1

die Losung x=—1

1
! (_1)§ ist aber unsinnig.

l n
4. Es istimmer richtig, dass (a”) =a

aber nicht immer ist (a")" =a

zum Beispiel: \/(—1)’#—1

N

Wir definieren fir a>0
1

. e 4 bzw. {4
arg(ap)q {a
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ral
,

a

e 0¥ falls r>0A0°%]

In der Vorlesung Analysis | wird folgendes gezeigt: 7, s€EQ

_ ar.as‘:ar+s

Beispiele:

- (el =

1

%/%Z[(64)3F:646:

= wasrosy] =L

5
Beispiel:
Lése die Gleichung 9% —4-3%+3**1=(
o'=(3'=(3*]
3x+1:3.3x

Diese Gleichung ist &quivalent zu (3*)2,4.(3’“)4_ 3.(3*):0
Substituiere y=3"
yi—dy+3y=0e y(y—1)=0
Losungen sind y=0, y=1
Beachte y=3"#0 firalle x€RR d.h. y=3"=] istzulésenalsoist x=0 eindeutige Lésung!
Nachtrag: a,b€R=0, reQ
i) a<beoag <b falls r>0
i) g<beog >pb falls r<0

(zu beweisen)

Was bleibt? Erklare ¢" r€R\Q

6. Logarithmus

a,beR=0, a#1 Loése g*=p fur x
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— Existiert eine Losung, d.h. existiert x€IR sodass g =5 ?

— Ist die Lésung eindeutig?

Beide Fragen kdénnen mit ,,Ja“ beantwortet werden. — Analysis |, Mathematische Grundlagen
Definition: x=log b= a*=b

a = Basis, b =Numerus

Wirwissen ¢'=qg, a’=1

= log,a=1 |log,1=0

Beispiele:

~  log,8=3 da 23=8§

- log,81=4 da 3*=9.9=81

Bezeichnungen:
— Logarithmen zur Basis a=10 heilten 10-er Logarithmen.

log,,b=1gb

— Logarithmen zur Basis a¢=2 heilRen 2-er Logarithmen
log,b=1d b

- Logarithmen zur Basis a=e=2,75... heiBen ,natirliche Logarithmen*“
log, b=Inb

Rechenregeln: a,u,veElR=0a#1
log, (u-v)=log,u+log,v

) —_— —_—
¥ LEy

Beweis:

log, (u-v)=x+y
log, u=x<a =u
log,v=yea’'=v
sy v=a“a’=a""

log, (u-v)=x+y=1log,u+log,v

ii) loga(ﬁ) =log,u—log, v
v

(s. Ubung)
Bemerkung: Logarithmen zu verschiedenen Basen lassen sich untereinander umrechnen:
Behauptung: | log,
ehauptung: | log, u=—-"—
ptung 84 log, a

Beweis: Setze log, u=x<a"=0=1log.a"=log. u

log,.u

Aber log.a'=x-log,a=>x=
log.a

Setze nun fir x den Wert log,u ein. = Beh.
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g.e.d

7. Funktionen

Es seien A und B nicht leere Mengen. Eine Funktion , f von A in die Menge B “ist eine Vorschrift die
jeden Punkt a €A auf eindeutige Weise einen Punkt f(a)EB zuordnet.

A heiBt Definitionsbereich von f.

f(A)=|beB|Fac4 so dass b=f(a)| heilt das Bild von f.
f: A— B (Notation)

arf(a).

Der Graph von f ist definiert als die Menge
G(f)%|(a,f(a))eAXBlacA4].

Beispiele:
) f,(x)=a", a>0, a#l
def(fl)ZQ, Bild(fl):IR>O

Eigener Kommentar:

B ist der Zielraum (Zielbereich).

Exponentielle Funktionen

1,75 + - (1/2)x
] _— 2%

_— 3

X 0,5 |
0,6 -
0,7 -
0,8 -
0,9

1

iy f,(x)=log,x
D(f,)R>0, Bild( f,)=R
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Logarithmische Funktionen

log 2 x
. log 2 x
In x

8. Trigonometrische Funktionen

Rechtwinkliges Dreieck:

C
x+B=90°
a,b =Kathete

¢ = Hypotenuse
Bezliglich des Winkels o ist b die Ankathete, a ist die Gegenkathete.
Bezliglich des Winkels S ist a die Ankathete, b ist die Gegenkathete.

Definition:
) a
- sinx¥—
c
coso<gé
c
tan x 22
b
cot(xEé
a

Der Winkel o wird durch Bogenlange oder Grad gemessen.
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Grad 0° 30° 45° 60° 9(°
. s LS ™ L
Bogenliinge 0 5 4 3 5
1 V2 V3
i 0 - —= -— 1
Sinus 5 > >
1
Cosinus 1 g g ) 0
Tangens 0 ﬁ ﬁ nicht
g 3 3 definiert
nicht V3
Kotangens definiert 3 0

y

def Z
1

def 1

1

et V
X

xeX

y

Bemerkung: Die Definition der trigonometrischen Funktionen eines Winkels  im rechtwinkligen Dreieck ist
nur fir Winkel <90 © moglich. Deshalb — Einheitskreis.

Ein anschauliches Bild der trigonometrischen Funktionen erhalt man durch die Betrachtung des Graphen:

1. Die Sinusfunktion:

Definitionsbereich: IR

Wertebereich: [—1,1|

4. Analysis
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0,5

-0,5

Trigonometrische Funktionen

04\\\\}\\\\
13
25
38

Die Sinusfunktion ist 2- 1 -periodisch. Das heit sin(x+2-1r-k)=sin(x) k==*1,+2,+3

Die Sinusfunktion ist ungerade. D.h. sin(—x)=—sin(x)

Nebenbemerkung: Eine formale analytische Definition des Sinusfunktion ist gegeben durch:

sin (x)%

0 x2n+1
gl )’~(—1)n:...

= (2n+1

2. Kosinusfunktion: cos(x)

Definitionsbereich: IR

Wertebereich: [—1,1]

0,5

-0,5

Satz: cos x=sin(x+—)

Trigonometrische Funktionen

:
TTTTTTTT T I T T T e CT T T e T T I I T T T T I T T T T T I T T T T T T T I T T T ITTTTTTTTTTTT
OMWUWO T OOANULNMNSMNOO-FTOODANLNOWMWOOO —
CARDORBOCNIBERSSCAIBE GBS O
T
cos ist ebenfalls 27T -periodisch
cos ist eine gerade Funktion cos(—x)=cos(x) V x€R

2
sin x
3. Tangensfunktion: tan x=
COSX
Definitionsbereich: IR\ % +kmlkeZ

Wertebereich: IR

4. Analysis
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Trigonometrische Funktionen

Tangens . Tangens

“2 T AT

QOANOTOUTMNMMOAOTNMO W ONOT™mMON
CTOSOSATATIONOONMIONDO =M O®0O0 . O
oo oo Orrmrrrrr o AN ANANANNANOO®M DO MmMm< < <

m

e tanx ist 7r -periodisch. D.h. tan(x+kr)=tan x
e tan x istungerade, d.h. tan(—x)=—tan(x)

4. Kotangensfunktion:

Definitionsbereich: R\|k |k €Z |
Wertebereich: IR

Trigonometrische Funktionen

Kotangens . Kotangens

Die Kotangensfunktion ist 71 -periodisch: cot(x+km)=cotx V keZ

Die Kotangensfunktion ist ungerade cot (—x)=—cot(x)

Additionstheoreme:
sin(o*=B)=sin xcos B*sin fcosx
cos (= B)=cos xxcos B£sin B sin

(gilt zu beweisen)

Andere Folie:

tan (x+ )_sin(x+7T)_sin(x)cos(n)+sin(rr)cos(x)_—sin(x)+0_sin(x)_tan

x 7T_cos(x+1T)_cos(x)cos(rr)—sin(x)sin(rr)_—cos(x)+0_cos(x)_ o
_ tanox=*tanf
tan(a+B)_11tano<tanB
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_ cotaxcotBF1
cot x*xcotf3

uelle: Broustein

cot (x+p)

Frage: Angenommen der Wert von y=sinx ist bekannt. Was ist x ?
Idee: Lose die Gleichung nach x auf (auf einem geschickt gewéahltem Intervall).

Gesucht wird die Umkehrfunktion g fir

x=g(y). g’=arcsin(y) Andere Folie:
Aufgabe: Finde die Umkehrfunktion fir Aligemein: y=T(x) gibtesein g sodass x=g(y)?
f(x)=sin(x) im Allgemeinen: Nein!

1. Zerlege den Definitionsbereich von
sin x in ,Monotonieintervalle®. In Monotonieintervallen dndert die Steigung nicht ihr Vorzeichen.

1 T
Monotonieintervalle: & n—E <x<km+m+ £} keZ

xe(krr—1'r—1,k1'r+E keZ

2 2

2. Durch Spiegelung von y=sinx an der Winkelhalbierenden erhalt man die Umkehrfunktion
y=arcsin(x) .

Definitionsbereich ist [—1,1 |

18 1
Wertebereich: [kTr——,kTH‘— keZ

2 2

Verfahren genau so mit den anderen trigonometrischen Funktionen.

Name Notation Definitionsbereich Wertebereich
. . s T
Arkussinus arcsin(x) —1=<x<l kTT—ESySle’-I-E
Arkuscosinus arccos(x) —1<x<I krm<y<(k+1)m
s T
Arkustangens arctan (x) —00<x <00 kn—E <y<krr+5
Arkuscotangens arccot (x) —00<x <00
Graphen:
Trigonometrische Funktionen
T |
1
i / " Kotangens
° . Sinus
i “\. Cosinus
a4 Hi . Tangens
R 000 AR A A A A A AR A A AR AR AR LR AR AR
OCANLUNIOTTTOOTTNULUNONTNOTMOWOWMOONLULNON I
NTOBR-OORNONTO G OBRNONTO o ®BNON
OO OO~~~ v ANNWNN OOOT T 0 WwLw o o
T
Beispiel:
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Finde alle x€IR, so dass sin2x=cos5x

Lésung:

i) Beachte, dass cosSx:sin(%—Sx)

ii) O=sin2x—sin(%—5 x) zu lésen

...=sin2x+sin(5xg) d.h. sin ungerade

Sein Kommentar:

Beachte, dass fiir a ,b€R
Tx—2 —3x+2

d.h. zu I6sen ist . 2 2 sina +sin b=2sin atb -COS a—b
0=2sin 3 -COS 3 2 2
iy sint=0=t=nm neZ
T
% —
Also rechne 2
=n-Tr
2
2 LA
:>x,,—7(n 7T+4 ne”Z

iv) cott=0@t=k-rr+%kez

Tt

g —=
Also rechne 2 T 2 s
2 Ty Th=3ATTy

%k T
3 2

2n
= Losungsmenge = [—7T+l neZ u

7 14

keZ]

b.b
2 2
b+a+b—a)
2 2
a_b)-cos
2

n b=a *COS
2

) . . la a).
sin a+sinb=sin 5+5 sin

a+b+a—b
2 2

=sin ath -coSs a
.. >

a+b oS b—a
2

2
2
...=2sin

..=sin +sin

a+b

2
b+a
2

+sin

+sin

+si

g.e.d.

9. Folgen

Eine Folge ist eine Funktion von IN nach R: n~a,n€IN, a,€R
Der Wertebereich dieser Funktion wird mit (a,),=(a, a, a;...) bezeichnet.

Beispiele:
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1
i) Betrachte die Folge (a,), mit a,=— also (a,),= l,l,l,i ol
n 4°9

i) Betrachte die Folge (a,), mit (—1)" also (a,),=(—1,1,—1,...).

n- 1 1 11
. H — [ = —, 6 —— —1 —_——,— 1 R
iii) Betrachte die Folge (an)n mit a,, COS( 3 ) also (an)n (2, > Ty )

iv) Betrachte (a,), mit a, =nalso (a,),=(1,2,3,4,...).

n
(Problem: « (nicht verifizierbar, in < kénnte n auch 0 sein, wie widerlegen?)

Definition: Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl a , genau dann, wenn es fur alle £ ein
(l"—a|<f gllt = hm an:a

n— 00

n,=n,(&) gibt, so dass fiir jede natiirliche Zahl n>n,(€) die Ungleichung

Konvergenz ist elementar wichtig!

Beispiel:

1
Betrachte die Folge (a_n)_nmit a,=— .
n

.1
Behauptung: a, konvergiert gegen Null (d.h. lim —=0)

n—oowo N
Beweis: V ¢ istein nozno(é) zu finden, so dass |a,|<¢&
Y n>ny(e) . Kommentar:
1 1
. 1 e - < —|< —< >
Y e>0 sei no(s)ZE.Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl |a"| €= n E@n g=n=-

(11 1 1
n>n(e): R Y I ny(€) _I_E
£
g.ed
Beispiel:

Es sei die Folge (a,), mit a,=(—1)" gegeben.
Behauptung: Es gibt keine Zahl ¢ €IR gegen die diese Folge konvergiert.

Beweis (als Widerspruchsbeweis):

. . . n
Angenommen es existiert ein a €IR so dass lim a,=a <lim (-1)"=a

n—oo n—oo

D.h. Ve>03n,(e) sodass ‘an—a|<EVn>n0(6) was gleich bedeutend ist mit

(1) —al<e Vn>n,y(e) .

Sei n eine gerade Zahl so dass n=2-k>n,(&) firein k€IN . Dann muss also gelten: (x)

1—al<e Vn>n,(e)

Sei n eine ungerade Zahl so dass n=2-k+1>n,(¢) firein k €IN.Dann muss gelten: (x)

- 1—a|=[1+d|<e

Dies kann aber nicht stimmen, denn (%) bedeutet —s<l—a<ee—l—t<—a<e—l=l—s<a<l+e .
Bemerkung: —1 —e<—a<é&—1 heift —1—e<—q und-a<e—1=1+4+e>g und a>1—¢

(%x%) Bedeutet —v<a+tl<eo—l—-c<a<e—lo—-1—c<a<—1+¢

Clever ist die Wahl =1

Eine Zahl ist nicht gleichzeitig groRer und kleiner Null.
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Beispiel:
3n+1
i h = .
Sei (a,), gegeben durch a, |
. 3
Behauptung: lim an—7
N . . . 3n+1 3
Beweis: Fiir jedes £>0 miissen wir ein geniigend groRes 7,(€) , so dass P47 <e Vn>nyle).
. . 3n+1 3 e
Die Ungleichung ——| <& ist aquivalent zu
m—4 7
2In+7-21+12|___| 19 SIS
| 7-(7n—4) 7-(7Tn—4) 7-(7n—4) ‘
. . . ) 9 4
Diese Ungleichung wird nach »n aufgelost. n> +—=
49-¢ 7
19 4
Wahl E)=———+—
ahle no(e)=757+ g
g.e.d
Wie sieht der formale Beweis aus?
Es sei £€>0 beliebig vorgegeben.
19 4
. _ il
Wahle n,(€) 9.7
n>£+i@ 19 <5:>|3n+1—§<5
Fir n>ny(e) istdann =~ 49 7 " 7-(7n—4) |7Tn—4 7 = Behauptung
£
g.e.d.

Gibt es allgemeine Kriterien, die es erlauben zu sagen, dass eine gegebene Folge konvergiert?
Definition: Eine Folge (an)n heil3t monoton steigend (bzw. fallend) falls a,<a,<a;=...<a,=...
(bzw. a,=za,=...=zan=...).

Definition: Eine Folge heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrénkt, falls es ein k,€IR gibt so dass
a,<k, furalle n€N (bzw. es ein k,€R gibtsodass a,>k, firalle n€IN).

Satz (Bolzano, Weierstral3): Monoton und beschrankte Folgen sind konvergent.

Beweis: siehe Analysis |, HM |

Es gelten die folgenden Rechenregeln flr konvergente Folgen:

Voraussetzung: Es seien (an)n und es seien (bn)n zwei konvergente Folgen mit Grenzwerten a bzw. b :

lima,=a lim b,=b

n— o0 n—oo

Dann gelten die folgenden Regeln:

lim (a,+b,)=lim a,+lim b

n—0o0 n—o0 n— o0

lim (a,-b,)=lim a, limb,
n— o0 n—0o0 n—00

lima,

__h—ox a

- lim === =
oo b, llmb, n

n— oo

N
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falls b,#0 und bH#0.

Beispiel:
. 3n+1_3
lim ==
n—oo 7n_4 7
3n+1 +l
n _ n
Beachte, dass T i 4
7=
n
.1 . 1 . o1
Da lim —=0=>lim (3+— |=1lim 3+ 1lim —=3+0=3
n—00 n n—o0 n n— 00 n—00 n

Dalm1£=O:hm(7—£)ZMn7—mni=7

n— 00 n n—o0 n n— 00 n— 00 n
3+l fim (341
. 3n+1 . n n-oow n 3
= lim 4=11m 1 1 27
n—ow /M— n—oow .
7—=lim (7——)
n n—o n

Definition: Folgen die nicht konvergieren hei3en divergent.
Beispiel:

(a,), mit a,=(—1)"

Achtung: ,Eine Folge konvergiert gegen «“ ist unsinnig, da o &IR .

Definition: Fur eine Folge (an) © genau dann wenn fiiralle M >0 existiert ein

n

schreiben wir 1M @,=
n-—o0

n,(M) sodass fur n>n,(M) die Ungleichung @,>M gilt.

Analog definieren lg?o a,=—>
Beispiel:
2
Es gilt lim 7> =oo
n—o n+1

Sei M >0 beliebig aber gegeben.

2
Finde heraus wie grof3 n sein muss, damit

n+

Beachte: n°’+3>n’, n+1<2n

2 2
L +3 >n—:2>M n>2M
n+l 2n 2

Idee: Wahle n,(M )=2M

Formaler Beweis:

Essei M >0 und n,(M)=2M
Dann impliziert n>n0(M) die Ungleichung §>M.

2 2
Daraus folgt: +3 > o M fir ¥ n>ny(M) = Behauptung
n+l 2n n
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g.e.d.

10. Stetige Funktionen

Wir betrachten in diesem Kapitel reellwertige Funktionen, deren Definitionsbereich eine Teilmenge von IR
ist: Def (f)SIR (Abgekiirzt: D(f)SRR)

Definition: Es sei f: D(f)—R.

f heilt stetig in einem Punkt x,E€D(f), falls fir jede Folge (x
lim f(x)=f(x,)

n—oo

Beispiel:

), D (f) mit }lql_rg Xa=%0 gilt:

n

2 .1
Betrachte f(x)= Xosm falls x#0

0 falls x=0

4,00E-04 —
3,50E-04 |
3,00E-04 |
2,50E-04 |
2,00E-04 |
1,50E-04
1,00E-04
5,00E-05
4,07E-20
-5,00E-05
-1,00E-04
-1,50E-04
-2,00E-04

X2 - sin (1/x)

02
02
02
02
02
02
02
02
02
02
03
03
03
03
03
03
03
03
04
04
03
03
03
03
03
03
03

Frage: Ist f in Punkt x,=0 stetig?

Betrachte eine beliebige Nullfolge (x,,), d.h. im x,=0

Es ist zu zeigen, dass ’171216 f(x,)=f(x))=(0)=0

1
sin—

n

2 .1 2 2
x2-sin —|(=|x7] <|x,[ .
X

n

Offensichtlich ist |f (x,)—f(0)=|f(x,)—0]=

2

Also 0<If(x,)—f(0)<

X

n

und (b,)

ist eine konvergente Folge und ll_r)?o b,=0

Es gilt nun die folgende allgemeine Aussage fiir Folgen: (Beweis Analysis 1) ,Es seien (a,)

zwei Folgen mit 0<b,<a, und lima,=0 (b,)

n—oo

g.e.d.
Beispiel:

-1 x<0
f =
(x) 1 x=0

ist stetig
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Anderung:
f(x)_ -1 x<0
I x>0
D(f)=R\0
ist stetig
Beispiel:
—sin—;  falls x#0
f =
(x)=1{x X
0 falls x=0
2,50E+01 —r
2,00E+01 —-
1,50E+01 —-
1,00E+01 —-
5,00E+00 -
0,00E+00 1/x - sin (1/x)
-5,00E+00 —f-
-1,00E+01 —+
-1,50E+01 |-
-2,00E+01 —-
~2,50E-+01
OMANANNNNNNNNNT - - & - - - &~ &+ %" "™ ©— %« « «— « « —
e E0000000000000000200000002000000
|_|+JLlJLLILIJLIJLLILIJLLILLII.IJUJLIJLIJLIJLLIUJUJLLIIJJLLIIJJLLILIJIJJUJUJLIJUJLLIIJJLLILLIUJUJ
09000000000 MNOUITNANTODNDONOLTONTOOD®N
BORROBLINACOSO-NNINONDBROPO-NOIHORN®XS
o"O’FNO’)ﬂ‘lD@I\OOCbO) FFFFFFFFFFF N ANANNNNNNNNN

Behauptung: f ist nicht stetig — aber unstetig - im Punkt x,=0 .

Beweis: Es genlgt eine Nullfolge zu finden, so dass (f(x,,)),, nicht gegen f(0)=0 konvergiert.

1

x =
Wahle: "
\/2 Tn+ %

,Offensichtlich® ist }11330 x,=0

f(xn)ngsin%:1/2nn+%-sin(21‘rn+%)= 2nn+%

R —
=1

,Offensichtlich ist lim f (x,)=1lim /2 1t n+ Tow
n—o n—oo n

Also lim f (x,)#£(0)=0 Behauptung

n— o0
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g.e.d.
Bemerkung: Wir haben die Folge (x,,),, so ausgewahlt, dass

- x,70 fir n—>o0

Definition: Eine Funktion f die von ihrem Definitionsbereich nach IR geht heilt stetig (auf D(f) ) genau
dann wenn sie fir alle XOED(f) stetig ist.

Bemerkung: Es gibt eine zweite — aquivalente (zu beweisen) - Definition der Stetigkeit einer Funktion in
einem Punkt.

Definition: Es sei f: D(f)—IR. f heiBt stetig im Punkt x,€D(f) genau dann wenn ,fiiralle £¢>0 es
ein 6=35(¢) gibtsodass x€D(f) und |x—x,|<5 impliziert, dass [f(x)— f (x,)<e

Stetige Funktion

If (x,)+e
2 _Tx,) 1/x
“ Fxe
] X106 x| Xft+o
I
X
Beispiel:
2 .1
Betrachte erneut f={" s1nx x#0
0 x=0
zu zeigen: f ist stetigin x,=0
Beweis: Es sei £€>0 .
2 .1
It (x)—f(0)|=|x"-sin——0
X

,Offensichtlich” ist ()

T N |
x°-sin —|=|x|"-sin —
X X

...S|x|2

Wahle §=+/¢ . Priife nun:

Falls |x—0|<d=If(x)—f(0)|<e

Das ist aber wahr, da |x—0|<&=|x]<& und wegen (x)istdann |f (x)—f(0)|<|x|’<6’=¢.

g.e.d.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir stetige Funktionen (Beweis — siehe Ubung Analysis 1.): Es seien
f und g in X, stetige Funktionen. Dann gilt:

i) fxg iststetigin x,

i)y f-g iststetigin x,

4. Analysis Seite 69 von 73



Mitschrift vom Mathe-Vorkurs Version 1.6.121

i) é ist stetig in x, falls g(x,)#0
iv) |f] iststetigin x,
Beweis von iv): Wir wollen also zeigen, dass fiir jede Folge (xn)n mit der Eigenschaft ,1,1_1}30 Xa=Xo gilt
tm £ (x, )= (x,)]
(wir wissen bis jetzt lediglich, dass ,l,lj?o f(x,)=f(x,) )
Beachte, dass (x) [f (x,)|=|f (x,)][<|f (x,)—f(x,)
Sei £>0.Da }E?Of(xn):f(xo) existiert ein 7,(€) so dass fiir n>n,(¢) gilt [f(x,)—f(x,)|<e.

() impliziert dann aber sofort, dass fir n>n,(¢)
0| (x| If (e < () —F ()< = Tim £ (x, = ()]

g.e.d.

Notation:
f:D(f)—=R ist stetig falls E? F(x)=F(x0) g.n. fur alle Folgen (x,), mit x,—x, (bzw. }llfl X, =Xo)

g”t lim f(xn)Zf(xO) )

n—oo

11. Differenzialrechnung
Definition: f sei eine reellwertige Funktion, die auf einem Intervall [ definiert ist. Es sei a €1 .

limf(x)-f(a)
Wir sagen ,, f istim Punkt g differenzierbar” genau dann wenn der Grenzwert 7—¢ existiert
x—a

und endlich ist.

Falls dies so ist bezeichnen wir den Grenzwert f'(a) und nennen diese Zahl ,die Ableitung von f im
Punkt a “

. f(x)—f(a) . . . . . « ; ; s
Falls lim ————— existiert so heifdt diese Zahl ,Ableitung von f in ¢ “. und wird mit £’ in a
x— w0 X—a
bezeichnet.

Beispiel: f(x)=x", a=2
2_~n2 _
£7(2)=lim %ZIim D=2)(42) o (x4 2)=4

x—ow X X —00 x_2 X >0
Satz:
Falls f in einem Punkt g differenzierbar ist, soist f in a auch stetig.

Beweis:

i)  Weil fin a differenzierbar ist existiert lim flx)-f(a) (...=f"(a))

X— 0 XxX—a

i) )= (x—a)TE=I e

X—da

i) 1st lim £(x)=f(a)
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iv) Es gilt liml(x JA(x ] lim [x—a]-lim M:O-f'(a):O

X— 0 X— 00 X— 00 X—da

S Jim £ (x)=lim (x—q)- )= ( £~ @) | i £(a)=0+F(a)

X — 00 X— 00 x X— 00

Beispiel:

F(x)= x* falls x€Q
0 falls xelR\Q

Sei (x,),=(x,,%,x,...) eine Folge mit x,—0 (d.h. limx,=0) _=r o=
e Xp— X

Nach der Definition von f ist

[\

X
flx,) |2 falls x,e@ _|=* falls x,€Q

=i x, ={x,
10 falls x,€eR\Q |0 falls x, eR\Q
£
also lim (x”)ZO.: £7(0)=0.

n-ow X,

=

Beispiel:

—|x|=1 ¥ falls x>0
—x falls x<0

El

Leicht nachzurechnen:
— Fir x,>0 ist ' (x,)=1

— Fir x,<0 ist ' (x,)=—1

Version 1.6.121

g.ed

—-  Fir x,=07? Beachte esist [0|=0 also

F(0)—1(0)_|

x—0 X

lim M: li M: lim X=1
x—0AxX>0 x—0 x—0Ax>0 |X| x—>0Ax>0 X

lim M: lim M: lim —X=—1
x—0Ax<0 x—0 x-0Ax<0 X x—0Ax<0 X

= f(x)=|x| istim x=0 nicht differenzierbar.
Wichtige Mathematiker:
- Isaac Newton
- Leibniz
Satz: Es eines f und g differenzierbar im Punkt a . Dann sind auch die Funktionen
- cf
- fxg
- fg
f

- g g(a)#0

N
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in a differenzierbar.

AuRerdem gilt:

) (cf)"(a)=cf'(a)

i) (fxg)'(a)=f"(a)xg'(a)

iy (f-g)(a)=f"(a)-gla)+f(a)g’'(a) Produktregel
[ f a)= a)gla)-fla)g'(a) uotientenrege
iv) (g)() 7 a) Quotientenregel

v) Satz (Kettenregel): Es sei f differenzierbarin a und g sei differenzierbar in f(a)
=(gof)'(a)=g'(f(a))f '(a)
Nachtrag
f differenzierbarin a folgt f stetigin a
f stetigin a folgt nicht f differenzierbar in a

f stetig in lim f (x)=f(a)

) f(x)-f
f differenzierbarin ¢: lim MEIR
xtowards a X—da

Kettenregel:

(feg)'(a)=g'(f(a))-f (a)

Beispiel:

Sei h(x)¥sin(x’+7x)

def(h)=D(h)=R

h ist eine Verkniipfung der Funktionen f(x)=x’+7x mit g(y)=sin(y)
=h'(x)=g'(f(x))f'(x)=cos(f(x))f'(x)=cos(x’+7x)-(3x*+7)

Beispiel:

sin(x+ y)=sin(x)cos(y)+sin(y)cos(x)

Beweis: f(x)¥sin(x)-cos(z—x)+cos(x)-sin(z—x)
f'(x)=cos(x)-cos(z—x)+sin (x):|—sin (z—x)-(—1)]

..+ (=sin (x))-sin (z —x)+cos(x)-[cos(z—x)-(—1)]
...=cos(x)cos(z—x)+sin(x)sin(z—x)—sin(x)-sin(z—x)—cos(x)-cos(z—x)
...=0
Der Wert von f(x) ist unabhéngigvonx = f(x)=f(0) V¥ x€R ...=sin(z)

Wahle z=x+y . Dann folgtaus f(x)=sin(z)
sin( x)cos(y)+cos(x)-sin(y)=sin(z)=sin(x+y)

Im Folgenden benutzen wir den Begriff ,Umgebung von X, “
U5={xEIRHx—x0|<6}={x€|R|x0—6<x<x0+6}

Definition: Eine Funktion f: D(f)—IR besitztin x, in D(f) ein lokales Maximum (bzw. lokales
Minimum) wenn es eine Umgebung U (x,) von x, gibt, sodass f(x)<f(x,) Vx€U(x,) (bzw.
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f(x)=f(x,) VxeUl(x,)).

xo—lé EXO xo—il_é
-
U5(x0)

Sprachregelung: Ein lokales Maximum oder Minimum heif3t auch lokales Extrema.

Eigener Kommentar:

Die lokalen Extrema miissen im Definitionsbereich liegen. Deswegen muss bei einer Funktions-
Untersuchung nachgeschaut werden ob die Extrema am Rand liegen!

Satz (Fermat):

Essei x,€D(f) und

— es existiert eine Umgebung U (x,) sodass U (x,)cD(f)
- f:D(f)>R sei differenzierbar

Dann folgt: X, ist genau dann ein lokales Maxima oder Minima falls ' (x,)=0.
Zusatz: Falls nun f 2-mal differenzierbarin X, ist soist X :

— ein Minimum falls f''(x,)>0

—  ein Maximum falls /' '(x,)<0.

Beispiel:

f:R—-R

. x*=2

i+ 1

X

, 6x
Rechne: f'(x)= IRE dies ist gleich Null genau dann wenn x=0.
X

Rechne f''(0)=6>0
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