Vorlesungsmitschrift

von David Hebbeker

Vorkurs Physik

fur alle Fakultaten im Studienjahr 2007/2008

Dozenten:
Univ.-Prof. Dr.rer.nat. Achim Stahl
Dr.rer.nat. Oliver Pooth

Dr.rer.nat. Thomas KreR



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

Inhaltsverzeichnis
Vorwort zur Mitschrift vom Physik VOTKULS.........c.coiiiiiiiiiiiiccecccececeeeee 6
T ATTERIMETIK . ...ttt ettt et e st e bt e st e bt e saeeeaee 7
I. 1 BUChStabenreChnen. ........coviiiiiiiiiiiieit e 7
L0 2 KIAMIMETN ..ttt ettt e bt e st e bt e st e bt e eabeesbeesabeenaeeens 7
L. 3 BIrUCKICCRNUNG. ...ccuiiiiieiie ettt ettt ettt ettt e et e s e e b e e eaee e 7
KUTZEMI: ¢t ettt e s bt e s bt e sttt e sabe e e sabeeesaneeeaas 8
ZEMEINSAME INEIIICT  ...c.teutiitiieeiteett ettt ettt et ste et e et sb e et e eatesbee bt eatesbeesbeebtesbeetesabesbeenteeseenes 8
|2 A 1<) o s FO O OO P TP PORPPUPR 8
T4 [ 1) (<) 1 OSSPSR PSRRI 8
10010118101 DA <) () OO 8
QIVIIETEIL. ...ttt et sttt ettt b et ebe e st et e bt e bt ennesaeenaeens 8
L. 4 RECHENEESELZE. .....ceevieiiiieeiie ettt ettt et e et e et e e ae e e taeeeaaeesnsaeesnseeeasseeensseeenseeenns 9
L. 5 Potenzen- und Wurzelr€ChnuUNG. ............oooiiiiiiiiiiiiiieiee e 9
NEZATIVE EXPONENTEN. ... .iiiiiiiiiiiiieciie ettt e e e e e et e e e e e ensaeeenneeesnseeenanes 9
ZANIENISYSLOITIC. ...ttt ettt ettt ettt et e et e e bt e sate e b eeenbeeseeenbeebeeenbeeseeenbeeneeenne 9
WUIZEIN ¢ttt ettt et a e et e bt e et e s bt et e e bt e enbeenaees 10
L. 6 Logarithmen und POtENZEN............ooouiiiiiiiiiiiiieie ettt e 10
SCRIEIDWEISEIL. ...ttt ettt ettt e st et e bt e st eesbee e eeee 11
RECRENTEEEIN. ...t ettt ettt et e et e et esabe e seesnneens 11
Umrechnung von Logarithmen.............coociiiiiiiiiiiiieie et 11
Lo 7 BOIITAZE. ..ottt ettt et e ettt e st e e bt e e st e e e bt e e eabeeeeabee s 12
Lo 8 VBKEOTON. ...ttt ettt e bt st e bt e e b e ee 12
SKALATPTOAUKL. ...ttt ettt ettt ettt e et e et e e e e s naeenseeenee 12
KI@UZPTOAUKL. ...ttt ettt ettt e et e e st e e s sbe e e nseeessbaeenseeennseeenneas 13
IL KOMPIEXE ZANIEN.......coiiiiiiiiiieee ettt ettt ettt ettt e e abeesaeesabeensaesnneens 14
II. 1 Wiederholung: Zahlen ............cooeeuiiiiiiiiiiie ettt e eare e e re e eaae e sneeeensee s 14
I1. 2 Die Wurzel negativer Zahlensysteme..........cocceveevuerieriiiiienienieeieeeeseeie st 14
II. 3 Rechnen mit kompleXen Zahlen...........ccceeeiuiiiiiiiiiiie e e 15
B BASICS. .ttt ettt ettt et et eae s 15
b. KOMPIEXE ZANIEN ...t et 15
C. Addition Und SUBIAKEION .......eeuiiiiiiiiieiiiei ettt ettt e s ebeesaaeens 15
. MUIIPIKATION. ..cetieeiie et e e et e e ae e st eeessaeeeanesenseeesnseeensseeenns 16
L D3 74T [0 ) TSRS RUUPSR PR 17
II. 4 Darstellung komplexer Zahlen............oocuvieiiiiiiiiieciie e 18
. AlgebraiSChe FOTMM.......ooiiiiiiiiiiiie ettt ettt 18
b. 2EOMELIISChE FOTM.....cciiiiiiiiiiiciie e e e e e e enaee e 18
C. POlardarStellUng..........oouieiiiiiieiee et sttt en 18
d. VEKIOTSCRIEIDWEISE. ....cueieiiiiiiiiiiiiiie ettt st 19
IL 5 ANWENAUNZEN. ...c..eiiiiieiiieiie ettt ettt ettt e et e e s abeebeesaeeenbeessbeenseesnseenseessseenseens 19
harmonische SChWINGUNG. ........cccuiiiiiiiiiieee e e e e e e e e eaee s 19
Beispiel am Doppelspalt..........cocioiioiieiiieiieeeee e 20
Beispiel mit einer SChWINZUNG.........ccoiiiiiiiiieiieeeeee et e e e e e e e s eaeeeaaee e 20
Beispiel: Wechselstromschaltung............cc.oooiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 22
I, FUNKEIOMETL. ..ttt ettt ettt ettt e bt e e bt e e bee st e e bt e eaeeenee 24
I 1T EINTURIUNG ..ot ettt et et ettt e s st e ebeesaeeenseeees 24
2755 1] ) OSSP PRRTR 24
III. 2 Einfache FUNKIONEN.......cooiiiiiiiiieiieie ettt s 24
a. konstante FUNKLION .......ooiiiiiiiiiiiie et 24
b. lineare Funktion (GErade).........c.ececuiiieiiiieiiiiieeiie ettt ettt e ve e e e e 24
c. quadratische Funktion (Parabel) ..........cccoieiiiiiiiieiiieie et 24
d. KubiSche FUNKLION ....oouiiiiiiiiiiiiiie e 24

Seite 2 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

e. ganz rationale Funktion (POLYNOM).......c.cooouiiiiiiiiiiiiiiice e 24

f. gebrochen rationalen FUNKHONEN...........c.coiiiiiieiiiiiiciecie e 25

g. irrationale FUNKHONEN ........ooouiiiiiiiiiiie et 25
II1. 3 Funktionen in der PhySIK.........cccooiviiiiiiiiiiiiieciccieee ettt eae e ees 25
III. 4 Trigonometrische FUNKHIONEN..........oiiiiiiiiiiieiie et 25
DIETTNITION. ..ttt ettt ettt e e e sat e e b e 25
Berechnung Sinus mit 45......couiiiiiiii e 26
GradmaB und Bogenmal..............c.oooiiiiiiiiiiiii ettt sbe e 26
ANWENAUNG. ...ttt ettt e et et e e bt e sbeeeabeesbeeeabeeseesaseenaeesnseensaesnseenaeans 27
WiChtige RElAtIONEN.......cccuiiiiieiiiciiieieecie ettt et be et eebe e taeeabeesseessseensaesnsaens 28
I 5 Exponentialfunktionen.........c.coouiiiiiiiieieeeie ettt st 29
A, DETINTEION ..ottt ettt sttt e st e b e saneebee e 29

D EXPONENtIAIZESEZ. ... eeeuiieiieiiieiie ettt ettt ettt et et eaeeas 30

C. Wachstum und Zerfall...........coooiiiiiiiiieeee e 30

€. Die EXponentialreihe. ... ....ooouiiiiiiiiiiiie e 31

f. Die e-Funktion in KOMPIEXEN .......cceeviiiiiiiiieiieciieiiecie ettt 31

g. komplexe Zahlen (2. Teil).....c.oooiiiiiiiieie ettt 32
I1. 6 UmKehrfunKtioneI........ccouiiiiiiiiiiiieriieieeese ettt st e 33
BEISPIEL ...ttt ettt et e bt e beeeabeebeesnbeeneen 33

a. Umkehrfunktion der trigonometrischen Funktionen............c.cccceeevieniieciienieniieenieeieeeeeee, 34

b. Die Umkehrung rationaler FUnKtionen. ...........cocooiiiiiriiiiiiiiiiicieccceceee e 34

c. Die Umkehrung der Exponentialfunktion............cceeeuieriiiiiinieiiiieiiecieeieecee e 34

d. Weitere FUNKLIONEN. ......co.iiiiiiiiiiiiieie et ettt s 35

€. BEMETKUNZEN. ... .oiiiiiiiiiiiicieee ettt ettt e sta e e aeessbeesbeessseenseessseenseanns 35
IV Das Losen von GIEIChUNZEN. ......cc..ooiiiiiiiiiiieiieteceese ettt 37
1. AQUivalenZUMFIOIMUNGEN. ........c.cveviveveeeeeeeeeeeeeteeeeeteee ettt es e seseeeeenns 37
2. Rationale GIEIChUNZEN. ......cccuiiiiiiiiiiiie ettt 37
(1) lineare GIEICHUNZEN:.........ccociiiiiieiieie ettt ettt et e e e aeebeesaaeebeessseensaens 37
(2) quadratische GleIChUNZEN. ........cccueiiiiiiiiiiitc e 37
(3) kubiSche GIEICHUNZEN. ......ccuiiiiiiiiieiiieiieeie ettt e st e e be e teeesbeessaesnsaessnaans 37
(4) gebrochenrationale FUNKtONEN. .........c.coiiiiiiiiiiiiiiei e 38

3. Transzendente GIEIChUNZEN. ..........c.cooiiiiiiiiciece et sae e e 38
(2) WUIZEIN.....oooeeiieeeeeeeee ettt e e et e e e ta e e s taeesataeeessaeeessaeessaeessaeensseens 38
(b) Potenzen und Logarithmen............cccieiiieiiiniieiieieeieeee et 38
(C) KIeiSTUNKIIOMEN. .....uviiiiiieiiiieeiie ettt ettt e et e et e et e e e te e e saaeeesaseeesaseeesaeeensseesnsaeennnes 38

4. GleIChUNGSSYSTEIMC. ... eecuvieiieeiiieiieeiteeieeeie et e eteeteeeeaeebeeseaeeseessaeesseessaeesseenseeenseenseeasseenssennsens 39
AV € <Te) 10 1<) 5 0 (<P PSR PR 42
LV EKEOT@I. ¢ttt ettt et e e e s bt e e e st e bt enbeeeeesbeenbeeneenbeenteeneenee 42
REChENTEEEIN:.......eiiiiiiee ettt ettt ettt et e st e e b e s neeenneens 42

L. SKAlArPIOUKL.......eeiiiiiieeiieiie ettt ettt ettt e e beestaeesbeessaeenseessseesseeesseenseessneans 42

2. VEKEOTPIOAUKL. ...ttt ettt ettt e et et et e e eenseeees 43

3. SPAPTOAUKL. ...ttt ettt ettt e e e et e et e ebeeenbeeteesnbeetaeenseennes 44

R QL < 1 TP PO PORT PR 44
VI GI@NZWETTE. ...ttt ettt et e b e e et e bt e eab e e bt e sat e e bt e ssbeeaeesaee e 45
R 0] £ s TR 45
2. Grenzwerte rationaler FUNKHONEN. .........ocoviiiiiiiiieiieieee e 45
BEISPICLE. ... ettt ettt e bt e at e et esate e b e eees 45

3. RECHENIEEEIN.....coiiiiiiieiieeee et et e et eetaeeeabeeennaeeensaeeenseeennnes 45
4. WEILETE GTENZWETTE. .. eeuieeutieiieetieetie et e stte et e e ett e et e s ite e bt e s st e eabeesseesabeessbeenbeesseesnseenaeeenseenseesnseas 45
VII InfiniteSimalreChnUNG. .........cooiiiiiiieeiee e et e e e e e e enreeens 47
EINTURIUNG. ...t ettt et et e s e et e it e et e e sateenseeneee 47
Geschwindigkeitsbestimmung mittels der zuriickgelegten Strecke ..........cceevvveviieiiieciienneennen. 47
Berechnung des Wegs bei verdnderlicher Geschwindigkeit..........c.ccoeviiniiiiiiiniinnineennen. 48

Seite 3 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

Begriffe Obersumme/UnterSUMIMIC. ........cccuirieriiiiirienieeieeiente ettt ettt 49
Differenzialrechnung — Die ADICITUNG........cccvieriiiiiiiiiecii et seae e 49
3 (physikalische) Variationen zu diesem Thema:........c.ccoceeviiiiiniiiiniiniiiiiccceeceeee 49
AlIZemeine ADICTIUNZEN........ccuiiiiiiiiieieetieeie ettt et e see e bt estbeesaessbeesseessseesaeesseenseennns 50
Ableitung einiger FUNKLIONEN. ..........ooiuiiiiiiiieiieieee ettt 51
Ableitungen von Summen, Produkten €tC..........c.oevvieriiiriieniieiiieiiecie et 52
Umkehrfunktion und deren ABIEItUNG........cc.eovuiiiiniiiiiiiiee e 52
Ableitungen von xa, bx und xx (Herleitungen)..........cccoccueerierieeniieniieieecie e 52
HOREre ABICIEUNZEN.....cc.uiiiiiiiiiee ettt ettt et ee 53
INACHLIAG. ...ttt ettt et e et e e ateeabe e seeesseensaeesbeesseeesseensaeesseenseesssennseas 53
Zwel typiSchen AULZAbEN.........ccouiiiiiiiiiie ettt et 53
KUrVeNdiSKUSSION. .....coueiiiiiiiiesiee ettt sttt ettt et st e b enees 56
Minimum-Maximum-ReChNUNZEN. ..........ooiuiiiiiiiiiiieee e 57
TaylorsChes POLYNOML. .....cccuiiiiiiiiiciiciece et et tee b e et eesbeeeeas 59
INtEralt@CIUNG. ......ooiiiiiiiie et ettt et e et e bt e st e e bt e eabeesneesnneens 64
IMIOTIVALION. 1.ttt ettt et sat e e bt e e bt e bt e sat e e bt e sabeebeesateebeeenneeneee 64
TREIMIEI. ...ttt ettt et e b e st e b e e et e e bt e eabeeabeeenbeeabeesnbeenbeesnseenseans 64
INtEEIalr@ChIUNG.......coouiiiiieiiicie ettt ettt e e et e s b e ebeessseenseesssesnsaensnaans 64
Hauptsatz der InfinitesimalreChnung.............coocieiiiiiiiiiii e 65
SCRIEIDWEISEIL. ...ttt et ettt st e sttt e sbt e sateesbeeeaeeeae 67
Berechnen von INte@ralen ...........cccoooiiiiiiiiiiiiii ettt 67
Methoden in der IntegralreChnung ..........c.ccoccvieiiiiiiiiiecicee e 68
Bestimmtes INTeGral.........c.oooiiiiiiiii et et 69
INte@ralfunKLIONEN. ... ccouiieiieciiieieecie ettt ettt e et e e e e esbeeseeenba e saeesseensnas 70
Uneigentliche INteGrale .........cc.ooviiiiiiiiiiiiiiiee et 70
NUMETiSChe INTEGTAtION. .....viiiiiieiiieeeiie et et e e e e e tae e eaeeesnbeeenenes 71
(€] 1S y 1 F O OO ORI OP PRI 71
Anwendungen bestimmter INtEGrale ............cocvieviiiiiiiiiiiiieiie e 72
Superposition (,,Uberlagerung®) — IntegralreChnung................cccocoevevrueveieeverreererserecenerenans 73
INtE@ral TDET VEKLOT ....viiiiiiiieiiieiiece ettt ettt et estb e et e e sabeesaeessneensaesnnaens 74
KUrveninte@rale. ........ccuieiuiiiiiiie ettt ettt e s ate et e s b e e teesaneens 74
FIAChENINtE@IAlC. ... . eiiiiiieeiie ettt et e et eeaae e sbreeebeeenaseee e 76
DOPPEINLEEIALC. .....eeieiieeie ettt ettt et e st e ettt e et e bt e e nbeeneas 78
Differential@leiChUNGEN. ........ccviiiiiiiiieiiee et e e st e e es 78
Beispiel: Radioaktiver Zerfall...........cooooiiiiiiiiiiee e 78
Beispiel: SCAWINGUNZEN.......ccuiiiiiiiiieiiicie ettt et aeebeesteesaseensaesnsaens 79
AUTZADE. ...ttt ettt et et et e bt et e et e e aeeenbeeaneas 79
VT STALISEIK . ..ottt ettt ettt e bt et e et e s st e b e entesbeenteeneeseeenseenees 81
IMLESSUINE. ...ttt ettt ettt ettt ettt e at e e at e e st e e e bt e e eabb e e eabbeeeabbeeeabeeeeabeeennbeeeeabeeennee s 81
SystematiSChe FEIIET ........cccuiiiiiiiiiiii et et 81
StatistiSChe FERIET ........ooouiiiiiiie ettt s 82
Definition & BeGriffe........coouiiiiiieeiieeee e e e 82
o VIIEE I ETE ..ottt ettt ettt a s se s s sasasamansmsmsmnnnmnnsmnnnn 82
HATTENIMETISCRIES IMIIEEEL .. oot e e e e e ettt e e e e e e e eeeaaaaeeaeeeas 82
ITUINICATEA INIEAN ... e e e e e e e e e e nnnnnnn 82
»ZEOMEIIISCRES IMItECI . .. .ottt ettt be et e e sbeenes 82
LNArMONISCRES MItEI . . oo 82
SEIEUUINE. ...ttt ettt et e et ee ettt e ettt e e bt ee s bt eesabaeeeaseeeanseeasseeanssaeensseeensaeeansseennseeenses 83
KOTTRIALION. ...ttt ettt e et e bt e et e e s ateeabeesaeeeabeesaeeenseenseesnneas 83
KOVATIANZ. ...ttt et ettt e sat e et e s eaaees 83
EStIMATOTEN. ...ttt ettt et et e et e e at e e bt e s bt e eab e e teeeabeebeeenbeenseesnseeseans 84
R edS 4 ol 1B N 1<) o PSP 84
WahrsCheinliChKEItEN. ......ocuiiiiiiiiii ettt s 84

Seite 4 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

WahrscheinlichkeitsdichteVertellung..........co.eevuiriiriiiiiiiiceceeeee e 84
ZNtraler GIENZWETTSALZ. ... .eueeiieiieeiiete ettt ettt ettt e st e e sae et et e seee bt enbeeaeenbeentesaeenseenneas 88
VertrauenSINtETVALLE. .......oouiiiiiiiii ettt et e 88
FEhICIT@CRNUNG. ......cciiiiiiiiieiiece ettt et e st eebeessaeenbeesseeenseesaeenseas 88
A) Wiederhole MESSUNZEN ......oovuiiiiiiiiiieiieiie ettt ettt ettt et e st e et esateenbeeneeas 88
B) GeWiChteter MIttEIWETL .......eovuiieiiiiieeiiecie ettt ettt e e tee e aeeseee e 89
C) Fehlerfortpflanzung..........cc.eoieiieiiiiiniieeteeee ettt 89
D) Erweiterung auf mehr Variablen............ccccoeiiiiiiiiiiiiieieciecee e 89

Seite 5 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

Vorwort zur Mitschrift vom Physik Vorkurs

Dies ist kein offizielles Skript des Lehrstuhls sondern eine von einem Studenten erstellte Mitschrift der
Vorlesung.

Die Mitschrift beinhaltet nur die Teile der Vorlesung, die von den Professoren nicht als Skript zur Verfligung
gestellt wurden. Diese Mitschrift hat nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit und ist kein Ersatz sondern eine
Ergénzung zur Vorlesung!

Fir die Richtigkeit Gbernehme ich keine Gewahr.

Solltet Ihr Ergédnzungen/Erlauterungen zum Skript haben oder Fehler vorhanden sein, so bin ich per Mail zu
erreichen.

Diese Mitschrift darf in digitaler oder gedruckter, aber vollstandiger Form (einschlief3lich Vorwort)
weitergegeben werden. Sie darf nicht kommerziell genutzt werden.

Erstellt wurde diese Mitschrift von David Hebbeker. Der Teil von Kapitel lll. 6 a. bis Kapitel IV wurde von
Manon Wieschermann abgetippt. Er wurde nur leicht modifiziert um vom Aussehen zu passen.

Ich beanspruche keine Urheberrechte auf die Inhalte.

Adresse fur Fehlerberichtigungen: David.Hebbeker@rwth-aachen.de
Die Vorlesungsinhalte wurden von folgenden Dozenten vorgetragen:
—  Univ.-Prof. Dr.rer.nat. Achim Stahl

—  Dr.rer.nat. Oliver Pooth

Die Angeklndigten Themen sind:

—  Grundrechnung (Montag)

— Komplexe Zahlen (Dienstag)

— Funktionen, Logarithmen (Donnerstag)

— Gleichungen lésen (Freitag)

— Geometrie (Samstag)

— Differenzialrechnung (Montag)

— Integralrechnung (Dienstag)

— mehrdimensionale Integral (Mittwoch, Donnerstag)
— Statistik (Freitag)

Vorwort zur Mitschrift vom Physik Vorkurs Seite 6 von 89


mailto:David.Hebbeker@rwth-aachen.de

Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

| Arithmetik

|. 1 Buchstabenrechnen
Buchstabe: Platzhalter fiir eine Zahl.
Beispiele

x>0

(a+b)*=a*+b*+2ab

wenn y>v>0,dann (u+v)(u—v)>0

F=m-a a=x-b

I
A==g-h
58

Eigener Kommentar:

Zahl erst am Ende einsetzten: In der Physik werden manche Buchstaben werden mehrfach belegt.

— Rechnungen werden
Ubersichtlicher

— In der Physik interessiert der Zusammenhang nicht nur das Resultat

Beispiel

, km | . m
Ein PKW bremst aus v0=305— mit einer Verzégerung von SS— . Bremsweg?

1
S=5a0t2+v0-t+so

v=a,t+v,

, Vo
Bremszeit v=a,t+v,=0eo—v,=a-teot=——

ag
2
oo [zl (el lL v v 1Yo Ve =1V g0
2% a, “\a, )] 2% ay 2ay a, 2 a,

l. 2 Klammern
Klammern bestimmen die Reihenfolge in der die Rechnung durchgefihrt wird.
Beispiel

2+3-5#(2+3)-5
und weitere Beispiele...
F ,=q-(E+(9XB)) Lorenz-Kraft

Die zweite Klammer ist nicht nétig, sondern dient der optischen Gliederung.

|. 3 Bruchrechnung

Bruchstrich entspricht einer Division.

Beispiele
Einschub:
1_os L —o01
2 77 100 Im Deutschen: R, 6.378,140km

International: R,6,378.140km

| Arithmetik Seite 7 von 89
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Kiirzen:
4_1
8 2

2 2

v 1 mv I p

Lorenzkraft: F.=gv-B=—m—=F ,=>r—=— —-_.
L 2" e 2qg-v-B 2 g'B

gemeinsame Nenner:
2.3_243_5

77 7 7
Beispiel in der Relativitats-Theorie

Ruhemasse: m,

bewegte Masse: m

1,
m:
V2
I-=
c
1 1
Energiesatze E2=m(2)c4+pzc2 (ersetzt E=—p2=—mv2)
2-m 2
2.2 2 2.2 .2 2.2 4
E'=m et 22 2 24 MV C 5y myv-c¢ _204 myv-c¢
=my,c +m v c=m,c + =My +——————=my——+—5——
v L( 2 2) 1 cT—v
1——2 sl —v
C C
moc' (=) mvie! moc’ mct
=— 72 T g 27 : = 227"204@E2mc2
c—v c—v 2 2 v
(=) 1-=
c c
Erweitern
1
1,1.3,2.5
2 3 6 6 6
addieren

4,1 5 16, 6 10_12_
22 s 21z 22 !
multiplizieren

4_a.£: 4a-3c _ 12ac
b b b-b b’

dividieren
4a 3c_4a-2b_8a
b 2b b3 3c

weitere Beispiele...

| Arithmetik Seite 8 von 89
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|. 4 Rechengesetze

Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz.

Einige Beispiele...

|. 5 Potenzen- und Wurzelrechnung

Exponent

no__
Potenzen ¢ —aaa..a

R —
Basis —mal
Beispiele
2
5°=25

a’=1 fur a#0 (Konvention!)

(a+b)’=(a=b)a+b)(a+b)=a’+3a”+3ab’+b’

negative Exponenten
1

a—nm=——
an

2 1 1

ST=o

52 25
Weitere Beispiele...
pa'=p(a’)

(n+m)

a"-a"=a
Kommentar:

“n 4 Die Klammern kann man auch weglassen im Fall """ .
a"-b"=(a-b)"
(a")"=a""

Beispiele
— 1 Atom hat die GréRe 10 m .

1
— Atomkern ————— des Atoms

10000
o o1 .
— Radius eine Protons ist E des Kernradius

Frage: Wie groR ist das Proton?

10 °m-107*10'=107""* '"m=10""m

Kommentar:
Zahlen systeme Symbole ersetzen Potenzen. Zum
Beispiel: kilo 10° , Milli fir 107>
Beispiel

10110 — Dezimalsystem
1-2°40-2°+1-2°+1-2'+0-2°=16+4+2=22
Beispiel

| Arithmetik Seite 9 von 89
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I 4% 1 (610 1 210"
4me, P 43-10-107 (1077 1071077 1077
L~2-1077-10%-107%10° N=2-10° N=200N

Kraft zwischen zwei Protonen: F' =

Beispiel
4Miom’<1km’?
4-10°m>=4-10°(10"km)’=4-10°(10°)’km’=4-10°-10 "km’=4-10"km’ <1 km’

Wurzeln

Exponent

n

a a=>0!
Radiant

x=Yaex"=a

Be_ispiel
V2=141...

V3=1,7...

V17~4,1
4,1°~16,81
4,2°~17,64

Schreibweise
1

Ya=a"

1
V2=22=2%
Rechenregeln wie bei Potenzen

YaVa=a?

1 1 1
3 1 3"
e=a a =a =a =\Na

_ L1 L
Yalb=a’b>=(a-b)=Va-b

Und weitere Beispiele...

Beispiel

l 4
Wasserspeicher in 2m Hoéhe. Es soll mindestens 1; flieBen. Hagen — Poisseuille: av = 1an _Alp
Ap=2-10"*Pa
n=1-10"Pas(bei20°C)

_AV n L AV n Ly s
p iyt w/m Y V410 m*~025m

|. 6 Logarithmen und Potenzen

Numerus
log, b log,b=xea"=b

Basis

| Arithmetik Seite 10 von 89
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Beispiel
log,81=4 denn 3*=8]

10g4 16=2 denn 42:16

Schreibweisen
log,,b=1g10
log,b=1Inb
log,b=1d b

Rechenregeln
log,(p-gq)=log,p+log,q
log, £ =log, p—log, ¢

q

log, p"=r-log, p
log,(p+¢) geht nicht zu vereinfachen

Umrechnung von Logarithmen

x log,u log,u logcu
a=usa - =u®10gc(a ‘ ):logcu@logau-logcaZIOgcuﬁlogauz
log.a
Beispiel
_lgl10_
In10=-=—=2730...
Ige

Beispiel: Gliihemission

Am Glihwedel wird eine Spannung angelegt. Die Elektronen werden durch ein E-Feld durch das Loch in der
Anode beschleunigt. Dabei entsteht ein e*-trahl.

Es soll die Temperatur zum Losen der Elektronen aus dem Gliihwedel an Hand verschiedener Faktoren
berechnet werden. Hier nicht weiter ausgefihrt...

Beispiel
Lebensdauer des Mions

0'€

L
-

Elementarteilchenphysik N(t)=N

t

o
N(¢#)=N,2 *
gemessen: T=2,19703-10°s

Kernphysik

~

Was ist ?

1
2

t

t .
7 1 Rechnung nicht fortgesetzt...
Nye "=N,2 ° J ?

| Arithmetik Seite 11 von 89
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|. 7 Betrage
|x|: x x=0
—x x<0

-5|=5
|a-b|=|al [p]
al_ld

b| |b|

an:|a|n

|. 8 Vektoren

i=(a,a,...,a,)

Beispiel
Ortsvektor 7=(x, y, z)

a+b=(a,+b, a,+b,...,a,+b,)

a__é:(al_bljaz_bl...,an_b”)

Skalarprodukt

a'gz(ll'bl+a2'b2+...+an'bn

Lange eines Vektors
|a| =Va-a

3
vi=|1
0
2
v,=| 2
—1

7 7,=(6+2-0)=8

Winkel zweier Vektoren
VY, =V [P cos < (V) V)

8=110-v9-cos % (v, )

=cos (v} V)

8
V90

| Arithmetik

Version 1.1.192
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Kreuzprodukt

N a, by—by a,
axb= ayb,—bya,
a;-b,~ba,

| Arithmetik

Version 1.1.192
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ll. Komplexe Zahlen

Il. 1 Wiederholung: Zahlen
IN natirliche Zahlen 1,2,3,4,...

IN, natiirliche Zahlen + Null
Z ganze Zahlen =2,+1,0,...
Z >0,Z <0 ganze Zahlen positiv, negativ

Q@ rationale Zahlen: alle Briiche % —-713,62, 1,3

IR reelle Zahlen: alle Dezimalzahlen 5,23698... (endlos viele Nachkommastellen); enthdlt @ +zum
Beispiel 1T, e, 2

C komplexe Zahlen

lI. 2 Die Wurzel negativer Zahlensysteme
bisher: a, a>0

V2=141...

aber \/3 nicht definiert

lineare Gleichung ax+b=0 hat 1 Lésung zum

Beispiel
_-3
2x+3=0 x= 2

quadratische Gleichung gx*+ bx+c¢=0 manchmal 2 Lésungen, manchmal keine
Beispiel

—b++b*—4ac

¥ -5x+6=0x=

2a

_5+v25-24 5+1 _

X, ,= = =2,3
’ 2 2

Beispiel
x*—4x+6=0

_4+V16-24 . .
xl,z—# hat keine Lésung

kubische Gleichung ax’®+bx*+cx+d =0 manchmal 3 Lésungen, manchmal 1 Lésung
Beispiel

¥ —2x*-5x+6=0

(x—1)(x+2)(x—=3)=0x=1,—-2,3

Beispiel

X +1=0

hat nur eine Lésung x=—1

Gleichung 4. Grades ax*+cx® bx*ii dx iie=0 manchmal 4, 2 oder keine Lésung

[l. Komplexe Zahlen Seite 14 von 89
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Definition:

x24+1=0 hatdie Lésungen x=++/—1Vx==+;i. i heiltimaginare Einheitszahl.

offensichtlich ;?=—1 denn >+1=0

ll. 3 Rechnen mit komplexen Zahlen

a. Basics
V=42
V=a=a(—1)=Va—1=2i

allgemein
V—a=va-i (fir a>0)

’=-1

b. komplexe Zahlen

Beispiel

1 1.

4 + 2 i T3
4 o 3
Realteil ~ Imaginarteil
koplexe Zahl

allgemein
C=|z=a+bila, beR|

Version 1.1.192

Die komplexen Zahlen (abgekiirzt C ) sind die Menge aller Zahlen geschrieben als a+bi mit der

Eigenschaft, dass a,b reelle Zahlen sind.
Realteil R (a+bi)=a

Imaginarteil 3 (a+bi)=b

Spezialfalle

-  b=0 z=a reelle Zahl

-  a=0 z=bi imaginare Zahl

c. Addition und Subtraktion
Addition: (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)-i

Subtraktion: (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)-i

Beispiele
— (2430)+(14+4i)=(2+1)+(3+4)-i=3+7-i

[l. Komplexe Zahlen
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- (542i)+(3+2i)=8+4i
- (3+4i)—(1+3i)=2+1

assoziativ
(z,+z,)+z,=z,+(z,+2,)
((243i)+(1+4i)+(3+1)=(3+7i)+(3+i)=6+8i
(2430)+((1+4i)+(3+i)=(24+3i)+(4+5i)=6+8i
©

kommutativ
z,tz,=z,+z,
(4420)+(1+5i)=5+7i
(1+5i)+(44+2i)=5+7i

d. Multiplikation

Beispiel
(443i)(5+7i)=4-5+4-7i+3i-5+3i-7i=20+28i+15i+21i*=—1+43i

——
=21

allgemein
(a+bi)(c+di)=a-c+b-di*+a-d-i+b-c-i=(ac—bd )+(ad +bc)i

Beispiel
(240)(34+2i)=(6—2)+(4+3)i=4+7i
(34+2i)(2+5i)=—4+19i
(447i)i=—T+4i

assoziativ
(Zl'Zz)'Z3:Zl(ZZ‘Z3)
((14i)-(3+2i))(2+2i)=—8+12i
(14+7)-((3+2i)-(2+2i))=—8+12i

©
kommutativ
Z21°2,7 252y
(1+i)(3+2i)=1+5i
(34+2i)(14+i)=1+5i
©

[l. Komplexe Zahlen Seite 16 von 89
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distributiv
z(zy4z))=z,z,+ 2,24
(1+4i)[(3+27)+(24+2i)|=1+9i
(147)-(34+27)+(1+6)(24+2i)=1+9i

©

komplexe Zahlen haben die selben Rechenregeln wie reelle Zahlen bezlglich o @
5z2-3z=2z

(54+0i)(a+bi)
4a-(3+v)—v(l+4a)=12u+4av—v—4uv=12u—v
(a+b)*=a’*+b*+2ab

Kommentar:

Ist richtig wenn z ,u,vERVC!

e. Division
Z)

)

Beispiel
243i
2421

2437 2-2i (243i)(2-2i) _10+2i 10 2. 5 1.
) = = =—t—i=—+—1
2420 2-2i (2+2i)(2-2i) 8 8 8 4 4

Erweitern:

allgemein
a+bi.c—di:a-d+b-d+(—ad+bc)-i:a-c+b-d+bc—ad_l.
c+di c—di cvd? c+dt C+d’
4+i_1—i_4—i2—4i+i_5—3i_§_§l,
1+i 1-i 1—7 2 2 2
R e
i =i —2 1
kiirzen
Z,°Z,
2
Z3
(4+3l)(2+l):5+10i'2—l::20+15i:4+3l.
(2+i) 241 2—i 5
©
2 2 2 2 2 .
du+4uv+v: u—v :(2u+v) _(u+v)(u V):2u+v—(u+v)=u
2u+v u—v 2u+v u—v
z=a+bi

Z=a—bi heiltt komplex konjugiert zu z

z-z istimmer reell und positiv

[l. Komplexe Zahlen Seite 17 von 89
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(a+bi)(a—bi)=a’—b*i*~abi+bai=a’*+b*

a_nh

Zy ZyZ
|z|=vz-z heiRtBetrag von z |z|:\/az—|-b2

l4+3i|=+(4+3i)(4-3i)=16+9=125=5
[4/=4

* —
In der Physik meist Z statt Z .

Il. 4 Darstellung komplexer Zahlen|= |

a. algebraische Form
a+bi

b. geometrische Form
a +b i

reelle Einheit imaginére Einheit

eine komplexe Zahl entspricht einem Punkt in der komplexen Zahlenebene

Rz
3z
=
z,=2+i
z,=1+3i
z,+z,=3+4i

c. Polardarstellung
z=a+bi
Rz=a

JIz=b

Rz=cosQ-r
Jz=sin@-r
Paare

—_— .
z=a+bi=r-cos@+r-sin¢g-i=r(cos@+sinp-i)=|z|-(cosp+sin p-i)=|z| '*

sin

a b
cosp=
Va*+b’ a’+b

[l. Komplexe Zahlen Seite 18 von 89
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z,-z,=|z|-(cos @, +sin @ ,i):|z|(cos p,+sinp,)
=|z,|-|z,|[cos ¢ ,cos @, —sin @, cos p,+(cos @, P, +sin @, cos p, )i ]
=|z /|- z,[cos (¢, +p,)+sin(p, +,)-i]
ins besondere

n lIZ(P

o

d. Vektorschreibweise
._(a
a+bz—(b)
1=(1);=(0
0 1
. N_[at+c\_|a c
<a+bl)+(c+dl)_(b+d)_(b)+(d)

(a+bi)-(0+di):(ac—db)

- "= cos(

ad + bc

lI. 5 Anwendungen

harmonische Schwingung
c(t)=x,cos(wt+@,)

Amplitude der Schwingun
z(t)=x,-(cos(wt+@,)+sin(wi+@y)-i)=x, e

i'(UJt+(po)

[l. Komplexe Zahlen Seite 19 von 89
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Beispiel am Doppelspalt

-
~
~
~

Intensitat

t):AO.ei-(w,t)
A2 t):AO.ei-(wzH—A(p)

A(t)=A,(t)+A,(¢) Intensitat [ =|A(¢)

. . A2
]:|A0'€lwlt+A0‘el(wz[+ (p)‘

“.:(Ao.eiwlt_'_Ao.ei(wzt-%—A(p))(Ao.e—iwlt+Ao.e—i(wzt+A<p))
_Az(eiwlt‘e—iwlt_’_ei(w2t+A(p)e—i(w2t+A(p)+e
.« e 0
‘..:Ag(eiw,tfiwlt_i_eO+eiw,te—iwzt'e—iA(p_i_e—iwlteiwzteiAcp)
:A2(1+1+ei(w1—w2)~t_e—iA(p+e—i(w,—w2)-t_eiA<p)
0
[ Nebenrechnung nicht mitgeschrieben! |
= Ay (2+2cos((w,—w,) t+AP))
=2 Ag(14cos((w, —w, ) t+AP))
=24 (1+cosA@)

[(olte—i((uzt+A¢)+e—[loltei(wzH—A(p))

Beispiel mit einer Schwingung

Ruhelage

mam ()
///

x=0

freie Schwingung

F=m-a=m-x

F=—k-x=—D-x

—k-x=m-x< m-X+k-x=0 Differenzialgleichung (DGL)

[l. Komplexe Zahlen
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i(wot+ @)

x(t)=x,cos(wyt+p)=e

gedampfte Schwingung
Fp==bx

F=m-Xx - m-x+bx+kx=0

erzwungene Schwingung
F =F,—coswt

m-X+b-x+k-x=F  coswt

. b . k F
x+—-x+—-x=—0-coswt
m m m

¥+268-x+wix=k, coswt

F
mit 5=i W= k
2m m m

komplexer Ansatz

¥+28x+wix=k,e'

Ansatz x(t)=x,¢'“""%
x(t)=xgiw’ e "™
12 ilw't—)

x(t)=—x,w"e

—x,w 2" P12 5 x i e fwlx e T =k, !
w'=w

—x,w e P+25iwx e TH+wlx, e P=k,

o kK
(—w’+2-isw+tw)e P=—2
Xo

k, .
—w+2id+w+w,=—e'’
Xo

k, .
(wp—w’)+28 w-i+—-e'?
X9

k
\/(wi—w2)2+4 5lw’=—"

Xo
— ko
o \/(wi—w2)2+4 5w’
tan(p—% w226—(:))2
0

Il. Komplexe Zahlen Seite 21 von 89
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Beispiel: Wechselstromschaltung

Kondensator

U(t)=U,coswt
I(t)ZC-dZit(t)ZC-Uo-w-(—sinwt)ZC-Uo-w-(cos(wt+g)
U(t)=U, e

[(t)=wC Uo-ei(ng)

Ohmsches Gesetz RZ%

Erweiterung
U (t)
1(1)

Impedanz Z=

iwt . i i X
e l(UJl‘FE)_ elCUl l%

e = — ¢
wCU, wCe'"

Kondensator Z =

1
7=
iwC

Spannungsteiler
RZ
Uaus = ’ Ucin
R, +R,

Hochpars

[l. Komplexe Zahlen Seite 22 von 89
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i 2,
R+—— R+——
r= Z, _ R _ R = wC_ wC _Rw’C+iRwC
] [ 2 2.~2
Z,+7, R+.1 Ro_t pid R4 1 1+ R w’C
iwC wC wC w>C?

_ RwC
VI+R +w +C2

tan(p:L
wRC

/1

[l. Komplexe Zahlen
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[1l. Funktionen

lll. 1 EinfGhrung

Funktion

Eine Eingabe X — Rechnung — y= Ausgabe
(-] | —
Definitionsbereichx€[—1,4 |x€R y€[1,19]yeR

Beispiel

Rechnung

x—y=2(x—1)>x

Wertetabelle
X y
-1 9
0 3
1 1
2 3
3 9
4 19

Abbildung x— y
Funktion f:0—-W x—y
Beispiel: f:[—1,4]—[1,19], x—f(x)=2(x—1)*+1

[Graph: an der x-Achse der Definitionsbereich, an der y-Achse der Wertebereich ]

lll. 2 Einfache Funktionen

a. konstante Funktion
f(x)=c

b. lineare Funktion (Gerade)
f(x)=ax+b

c. quadratische Funktion (Parabel)
f(x)=ax’+bx+c
2(x—1)+1=2(x"—2x+1)+1=2x>—4x+3

d. kubische Funktion
f(x)=ax’+bx*+cx+d

e. ganz rationale Funktion (Polynom)

f(x) L s ix3-i-L)c2

“128Y 16T 76

I1l. Funktionen Seite 24 von 89
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1

_ L 2 g0
—18(x 9)

f(x)

f. gebrochen rationalen Funktionen

1—x
f =
(x) 1+x

_4X7—5x+5
2x°—1

f(x)

g. irrationale Funktionen

V142
Va+ x?

+2+x—1
fly)=2eNx=1
(x) 1+x

f(x)=4-

6 Beispiele...

lll. 3 Funktionen in der Physik

Qo

h=OV

A
o V

h(t)Z—%gtz%—vosincx-tJrho
Ende des Fluges h(z,)=0

—%gti—#vosinateJrhO:O

_ vosintxi\/vgsinzaJrZ gh,
’ g
1(z,)=v,cosx-t

V,Sin +\/vé sin” &+2gh,
g

l1,=1(t,)=v,cosx

lll. 4 Trigonometrische Funktionen

Definition

. a
SINX=—
C

I1l. Funktionen
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_sinx
cos

tan x =

a
b

SIS LSRN

sinx _ tan

cos (X
r:
2 2 2 . b a a 1
a +a =c’ sin45°=—=—= -
c ¢ 2a V2

cos45°:£

c
tan 45° =311 45

cos45°

GradmaR und Bogenmal

=~ COSX 1
X

Berechnung Sinus mit 45°

Kreisumfang U=2mr=21

12
o

180 °=1r rad
360°=21T

Wertebestimmung
= Tabelle

I1l. Funktionen

523600:“9: 27T o
s 2T 360°
(x=3600-s

27T
Einheiten
- ,Grad“ 0°...360°
- ad 0...21
0°=0rad
90°=%rad

Version 1.1.192
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2 Taschenrechner sin 13,2°=0,228

= Reihenentwicklung

) 0 ‘ x2k+l
51nx=];)(—1) m Einschub
i sy n'=1-2-3-....n
cosx=) (—1)"
i (2k)!
Beispiel
cos 13,2 °=co0s0,23038
2k 2]
—1)~ X
k| (=1 (2k)! | k=0
0 1

1 -0,02654 | 0,97346
2 0.00011 0,97357

3 ~3 0,97357
Anwendung
F
sincp:F—z=>FR:FG-sincp:m-g-sin(p
| sin(p=ﬁ
l

Fry=m-m-

X
/
2. Newton: F=m-G

m.x—_m.g.i
x
x+£.x=0
/
2
wi=%
X+ wix=0

DGL — Lésung: X (#)=x,-cos(w,t+@,)
zuruckgelegte Strecke s#x
ﬁzm-b’i—FRZm-'S

s=l-p=25=I[-¢

—m-g-singp=[-¢p-m

(b—i-%-sin(pzo

I1l. Funktionen Seite 27 von 89
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W=

2_8
[

(Z)+w(2)-sin(p=O

Fir kleine Winkel ist sin o~ ¢

P+ w,=0=@(t)=P-cos(w,t+p,)
x=Il-sinp~I[-p
x(t):l;?~cos(w0t+(p0)

Xo

0 2k +1 3
sincp:];) (—l)k(z(liT)!:(p—%Jr...
0,08727 rad
zum Beispiel fiir 5° = £3: 0,00011 ~0,13
6
Korrektur

H+wi-singp=0

3

. P

sinp~@—-—

A

2

w
bl 60. o

Wichtige Relationen
sinao=%=cos B
C

x+pB+90°=180°
x+p=90°

B=90°—u

sinx=cos (90 °— o)
cosox=sin (90 °— )
tan x =cot (90 °—«)
cotx=tan (90 °—«)

sin(90 °+o)=cos«x

Pythagoras
a+b’=c
a b
—2+—2—1
¢ ¢

2
+

2

=1

o

b
c

I1l. Funktionen
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sino+cos’ =1
Achtung
sinazi\/l—cosza
x€[0°,90°]
x€[90°,180°]

Additionstheoreme

sin(x+ y)=sinx-cos y+cosx-sin y
sin(x— y)=sin x-cos y—cos x-sin y
cos(x+y)=cosxcosy —sinxsin y
cos(x—y)=cosx cos y+sin xsin y

sin2x _ sin(x+x) _sinxcosx+cosxsinx __ 2sinxcosx _ sinxcosx
2tan x 2tan x 2tanx 2tan x sin x
COS X

2
=CO0S X

Beispiel: Akustische Schwebung

X, (t)=x,cos w, ¢t
X,(t)=x,cosw,t

Broustein

x(t)=x,(t)+c,(t)=x,(cosw,t+cosw,t) = x,2cos

M.t -COS Mf
2 2

l1l. 5 Exponentialfunktionen

a. Definition

f (x)zax oder allgemein f (x):apoly(x)

Exponentielle Funktionen

1,75 + — (1/2)x
7 B _— 2%
_— 3

0,3
0,4
0,6
0,7
0,8

X 0,5
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Wiederholung

31,73 ?

31,73:31+0,7+0,03:31_30,7.30,03:3'3%.31%:3_lWWQ/?

aber 37

b. Exponentialgesetz
A:£(0)=1
B:f(x+y)=f(x)f(y)
a’=1

a*=a"a’

c. Wachstum und Zerfall

£(0)=1

f(t)=c
f(2t)=f(t+1¢)=f(¢)-f(¢)=cc
f(3t)=f(2t+¢)=f(2t)-f(t)=c-cc
f(4t)=...=¢*

exponentielles Wachstum fiir g~

X

exponentieller Zerfall fur g~

Herleitung des Wachstumsgesetzes
t=0:N,Objekte

t=At:N,=A NObjekte

Jedes Objekt NV, produziert die selbe Anzahl neuer Objekte.
AN=c-N, At Naherung fur kleine At
N(A#)=N,+AN=N+cNyAt=N,(1+cAt)

Verbesserung
Unterteilung A ¢ in 2 Halften

AN(OH%)Z&N At

)

At At

N(T):NO 1+C'7)
At At At c-At| At
AN(T__)At):C.NO(T).T:c.NO(1+ > )7

I1l. Funktionen Seite 30 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs

Version 1.1.192

c-N,At A7V
N(AH) =N 14 AL+ 202 oy e Bl oy [ 1420 204 A AL =N, 14+ SAL
2 2 2 2
At )
N(At)=N,|1+E 3
N(At)=N, 1+C'At)
n
exakte Losung
N(At)= N, lim 1+C'A’)
n—oo n
Wertetabelle
At 0,5 1 1,5 2 3 4
n=1 1,5 2 2,5 3 4 5
n=2 1,5625 2,25 3,0625 4 25 9
n=3 1,5880 2,3703 3,375 4,6296 8 12,7037
n=10 1,5880 2,7048 28,93
n=100 | 1,6477 2,7169 50,50
n=1000| 1,6485 | 2,7183 54,16
et 1,6487 2,7183 54,60

n

Die eulersche Zahl ¢*]im (1 —|—l
n

n— oo

n

e Elim

n— o0

1+
n

— praktischer als 31’73:3-19/?-109/¥

— gilt auch fur irrationale Zahlen

e. Die Exponentialreihe

) k 2 3

. X x° x
=) =l4xt Tt

k! 26

f. Die e-Funktion in Komplexen

0 -1 k., 2k
cosp=> =10

o
) _ 0 (_l)k_(p2k+l
SIP= L o)
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2 4 6 3 5 7
P R AR A T R i
cos(p+isinp= 2!+4! 6'+"' +1i I 3!+5! o T
2 5
=1+ P z(p +(p iy

121 34 5'

(@i)” (@) (ie), (i) ( = (i)
= + + + +oF

o 1 21 3 Z;) k!

Vergleiche e’ Zi— x€R

Definition €' —Z( x€R

a+ib ib

und e*=e“"""'=¢"-e'""z€C
u=|u|(coscp1+zsm(pl)—|u|~ ad
=|v|(cos @, +isin @,|=|v]-¢'”
u-v=|ul|v|-(cos @ -cos @, —sin @ sin@,+i P, cos p,+icos P,-sin P, )
=lul[|(cos (@, i ) +isin (@, +p,) ) =lul |-

ei(Pl‘ei‘Pzzei(‘Pﬁ'(Pz)

g. komplexe Zahlen (2. Teil)

R(a+ib)=
S(a+ib)=b
z|(cosS@+ising)=|z|-COSP +1i|z|SIn P
( . . ) . .
R (z)=|z|-cosp
3(z)é|z]-sing
z
cosQp=-"—
2|
Iz
sin p=-"—=
7|
Z"=z=a—ib=|z|(cosp—isinp)=|z|(cos(—@)+isin(—p))=|zle”"*
lz|'=z-2"
=(a+ib)(a—ib)=a’+b’
...=|z|(cos @ +isin)-|z|-(cosp—isin )
..=|z[*(cos’ @ +sin’*+isin pcosp—icossin @ )=z’
z|=lzl ezl e =P e P 0 = 2P e O = 2f
1+i=\/§(cos45 +isin45° ) V2 elZ
%(z+z == |z|( e ”P) |z|(coscp+zs1ncp+cos( @)+isin(—p))
..:§|Z|(COS(P+iSi1’1(P+COS(P—iSin(P):|Z|'COS(P
e’te l(p:COS(P
2
L(zfz*)— =|z|-sin
2
er—e'?
———=sin@
21

I1l. Funktionen Seite 32 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

[1l. 6 Umkehrfunktionen

Anfangsbedingung
In der Physik (x)

Resultat

Beispiel

Wurfweite ( Abschusswinkel )

Funktion f D> W x— y=f(x)
Umkehrfunktion f™'W > Dy—x=f"(y)

unser Beispiel

vosin(x+\/v§ sin’ () +2 gh,
g

le((x)zvo-cosa(

setze h,=0

vosina+vysina| 2vicosasinx vy .,
1,(x)=v,-cos x- = =—sin" 2«
g g g

e

sin2 x=
Vo

Umkehrfunktion des sin: arc sin

arcsin(sin2 o)=2 o

-l
2 x=arc (x( g e)

2
Vo

R (gle)
=>(X—§arcsm

2
Vo

Einstellwinkel fur Wurfweite

_10m _ 150m
= 2 , V()
S S

1400m — 19,24°
2000m — 31,37°

2400m — Error (wegen Wertebereich)

Trigonometrische Funktionen

Sinus

0,5

g

s
2]

04\\\\1‘\\\\
13
25
38

Umkehrung ist nicht immer eindeutig.
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1,(19,24°)=1400m
1,(70,76 °)=1400m

Funktionen vor der Umkehrung auf eindeutigen Bereich einschranken!

a. Umkehrfunktion der trigonometrischen Funktionen
f(x)=sina=f"(x)=arcsinx x€[—1,+1]
f(x)=cosa= f'(x)=arccosx x€[—1,+1]

f(x)=tanax= f'(x)=arctanx x€R

Imz
2,=3+2i 0 tanf = ——

- %D § = 33,69

Rezi

=320 tanf = —20 § = 33,60°

I Der Winkel im zweiten Fall misste eigentlich 213,69° grof} sein, was aber aufderhalb des Standardastes
vom arctan liegt.
b. Die Umkehrung rationaler Funktionen

() fx)=y=xt  =>F(y)=x= [y fx)=x*, £(y)=Vy

= x?+3x+2=2xy
x2+ 3x+ 2 o x2+(3-2))x+2=0

2)f(x)=y= ——
@16 =y 2x @x:_3-2y+ /(3-2y)2_2
2 4

(...)

Uberlegung: Welchen Ast will man umkehren?

c. Die Umkehrung der Exponentialfunktion
(Mfx)=y=e =>f'(y)=x=Inx

(2)f(x)=y=4e"" = Ind+ (x*+1)=Iny

& x= lnHlH-l
\ 0470

! Frage: Positive oder negative Wurzel?
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d. Weitere Funktionen
(1) Hyperbelfunktion
Einheitshyperbel:

X2 - yz -

(allgemein: x¥/a? - y3/b? = 1)

Hier sind, analog zum Einheitskreis, folgende Funktionen definiert:

Sinus Hyperbolicus: sinh x = /2 (e* - ™)

Cosinus Hyperbolicus: cosh x = %5 (e* + ™)

Tangens Hyperbolicus: tanh = e*- e*

e*+e* (coth x = 1/tanh x)

Alle diese Funktionen sind nicht periodisch.

Relationen:
cosh? x - sinh? x = 1
sinh (x +y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y

cosh (x +y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y

Umkehrfunktionen:

(Area Sinus Hyperbolicus)

arsinhx=In( x+ r/x2+1)
arcoshx=1In(x-+/x2-1)

t X

artanh x=%1n
1- x
1

ar coth x =% 1In
x-1
(2) GauBBsche Fehlerfunktion
1

f(X) = \/E(’

e. Bemerkungen
(1) Wichtig beim Graphen zeichnen:

— Achsenbeschriftung
— Einheiten an den Achsen
— Funktion dranschreiben

— Parameter angeben

(2) sin x => x DARF keine Einheit haben, wenn doch hat man sich verrechnet

Version 1.1.192

(3) Man kann vermeiden fiir jeden Parameter eine neue Zeichnung anzufertigen, wenn man den

I1l. Funktionen
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Parameter in die Achsenbeschriftung einbindet.

Bsp. f (t) =sin (21 L)

Hier benennt man die x-Achse mit t/to.
(4) Logarithmische Darstellung:

Um einen besseren Uberblick tiber einen Graphen zu erhalten kann man fiir eine oder beide Achsen eine
logarithmische Darstellung wahlen. So kann man auch Extremwerte, die weit weg vom Nullpunkt liegen noch
erkennen. Man tragt dann also beispielsweise nicht x sondern In(x) auf.
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IV Das Losen von Gleichungen

1. Aquivalenzumformungen
Bsp:3x+1=7- 3x=6- x=2

Grundrechenarten sind hierbei okay, vorsichtig muss man nur mit den Vorzeichen bei Potenzen und Wurzeln
sein.

Bsp.: x2= 4 x=12

2. Rationale Gleichungen

(1) lineare Gleichungen:
Bsp.: 2x-4=2« 2x=6+ x=3

(2) quadratische Gleichungen

a) p.g- Formel

x2+px+q=0
e :—£ p/2_
SRR 2L

b)Linearfaktorzerlegung

xz-%)ﬁ 6:=0

o (x-1L5)((x-4)=0
- x=150x=4

(3) kubische Gleichungen
X3+ rx2+sx +t=0
Substitution: y= x + r/3
r r r
0 (y-=P+r(y-=p+s(y--)+t=0
(v 3) (v 3) (v 3)
2 ’,.3 2

2
S Y YTty ottt %+ sy - %+ t=0

r? 2 Sr
o P (—+ )yt —r*-—+1=0
y (3 )y > 3

Y+ p y+ q =0)

Diskriminante: D= (p/3)® + (q/2)?

u=3-%+\/5
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v=21/-%+ JD

Loésungen:

2 yl=u+v

(4) gebrochenrationale Funktionen

Beispiel

2x2-3

xt1

e 2x*-3=4x+t 4
e 2x?-4x-7=0
e x*-2x-35=0

= 4

e x=1141+35
e X= 11%\/5

3. Transzendente Gleichungen

(a) Wurzeln

Wourzeln separieren und dann quadrieren:

Bsp.:ia/x+1-2=0c x+1=22¢ x+1=4 x=3

(b) Potenzen und Logarithmen

separieren und dann logarithmieren, bzw. potenzieren

Bsp.: (1)2x=4= log24=x=2

2)(Inx +1)(Inx=1)=3« In2x-1=3 < In%x=4 =

(c) Kreisfunktionen

Vorgehensweise: - auf eine trigonometrische Funktion reduzieren (Additionstheoreme)

- Substituieren (u = Kreisfunktion)
- 16sen

- Ricksubstitution

IV Das Lésen von Gleichungen

Version 1.1.192
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Beispiel
sing + 2cost = 2

e sing + 2+/1-sin%0 = 2
e +1-sin% =1- %sina

) ) 1.
e 1-sin? = 1- sing + Zsmza

) 5 .
s 0= -sing + Zsma

Substitution :u = sing

{ O:-u+§u2
4

o U= ODu:i

5

0 a=90"0a = 5313°

4. Gleichungssysteme

3 Techniken: - Einsetzen

- addieren oder subtrahieren von Zeilen

- Gleichsetzen

Bsp.:
0] 4y + 1 =2x2
(1 4y + 2z = 4xz
(1) z=x+1

(in(n: 4y + 2(x+ 1) = 2x(x+ 1) « 4y+ 2= 2x%(IV)
(1) und (IV) gleichsetzen: 4y+ 2= 4y+ 1« 2=1 Qx

Es folgt: Das Gleichungssystem hat keine Losung.

Bsp.: StolRgesetze

¢1 :
////Ivor dem Stof3
////mach dem Stof3

m = Masse der anstoRenden Kugel

M = Masse der anderen Kugel

IV Das Lésen von Gleichungen

Version 1.1.192
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v1 = Geschwindigkeit der anstoRenden Kugel vor dem StoR3

u1/u2 = Geschwindigkeiten nach dem Stol3

Energieerhaltungssatz
EO=E1+ E2 0 2mv12%= 2 mu1? + /2 Mu2?
Impulserhaltungssatz

mvi = mu+ Mu»
Daraus ergibt sich mit dem festgelegten Koordinatensystem ein Gleichungssystem mit vier Gleichungen:

0, 1 0, 1

1
()—mvi* = —mu*+ — Mu>?
2 2 2

(I1)0 = muising 1+ Mu>sing 2cosd 2
(110 = Mu>sina 2sing 2
(IVYmvi = muicosg 1+ Muzcos§ »

Unbekannte sind hierbei: u1, u2, f 2,0 2

Aus Gleichung (lll) folgt,da M # 00 u2# 0
0 sing 2= 00sing2=0

hier :sint 2= 0

O a2=00a02=m

Logisch: [ 2= T

Wenn man das jetzt einsetzt, hat man noch drei Gleichungen:
1 1 1

(H)=—mvi> = —mu*+ — Mu2?
2 2 2

(I1)0 = muising 1+ Mu>sing 2

(IIymvi = muicosg 1+ Muzcosg 2

Wenn man die zweite Gleichung umformt und einen Sinus durch einen Cosinus ersetzt, erhalt man:

cosg 2= \/l— Hmul stinzqﬁl

OMu> [

Dieses Ergebnis setzt man nun in Gleichung (lll) ein und erhalt:

IV Das Lésen von Gleichungen Seite 40 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs

mvi - muicosf 1 - - Hmul stin2¢1
Mu: 0Mu2[]

2 _ 2 + 2
(mw)? - 2m*viurcosf 1+ (muicosg 1) - 1- Hmul stin2¢ 1
(Mu2)? OMu> ]

o (mvi)?- 2m2viurcosg 1+ (muicosf 1)? = (Mu2)? - (mu1)*sin?g 1

o (mw)?+ m2u? - 2mPuivicosd 1= (Muz)?
1 1

o —((mV1)2+ m?ui? = 2m*uivicos§ 1) = — Mu2?
2M 2

Das kann man jetzt in Gleichung (I) einsetzen und u1 berechnen:

ﬂcos¢)1i \/Hmﬁzcosqbﬁ 1- HEHZ
L= M oM O oM O .

1+

m
M

IV Das Lésen von Gleichungen
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V Geometrie

1.Vektoren

Pz (x,,2)

Version 1.1.192

Vektoren existieren unabhangig vom Koordinatensystem, aber flr die Komponentendarstellung braucht man

eines.

In der Physik sind Vektoren gerichtete physikalische Grofien.

Rechenregeln:
g+ b= (al+ bl,a2+ b2,a3+ b3)

c*a= (c*al,c*a2,c*a3)

=]
*b = abit+ axb2+ asbs
| *| b [*cosg
, U
Betrag eines Vektors: |a |- Vai*+ a2+ a3?

Nullvektor:0 = 0* & = (0,0,0)

Skalarprodukt:

U
a
U, = _, U
o a*b=|a

Der Nullvektor hat keine Richtung.

Dreiecksungleichung: || au| - b <] g+ b <] cllJ| t]b|

Einheitsvektor von a: *a
[H]

. a
a-= |—H— Vektor mit der gleichen Richtung wie a, aber der Lange 1
a

Physikalische Vektoren haben Einheiten!

1. Skalarprodukt

(1) anderes Skalarprodukt (aus der speziellen Relativitatstheorie)
- 4-er Vektoren r = (t, x, y, z), wobei t die Zeit ist
- Skalarprodukt: a * b = agho — a1b1— azb, — asbs

(2) Anwendungen

(a)

V Geometrie
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Boot
Segel

Version 1.1.192

a sei der Winkel zwischen der Kraft und dem Segel. Dann gilt fiir die beschleunigende Kraft:

|Fa| = |F| * cos a
oder
|Fa| = F * %ex

=|F| * cos a

(b) Arbeit: 177 = F*g¢

2. Vektorprodukt

a,b,—a;b,
axXb=\a,b,—a,b,

a,b,—a,b,
xb=-bxa

- -
- -

laxbFla|*[b]|*sing

a x b steht senkrecht auf den einzelnen Vektoren

U a,b,ax b bilden ein rechtshandiges System (3- Finger- Regel)

! Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist null, wenn die Vektoren parallel sind.

Anwendung: |

Drehmoment:

Angreifende Kraft F v
Radius der Drehscheibe |

Hebelarm a
| DIz a*| F = sing *|] [*| D[] x F|
0 D=I[xF

V Geometrie
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3. Spatprodukt
(axb)*c

Der Betrag des Spatproduktes entspricht dem Volumen des aufgespannten Spats oder Parallelpipeds.
4. Kurven

1) allgemein: Beschreibung von Bewegqungen

Bsp. Magnetisches Vektorfeld

Negativ geladenes lon
Bahn des lons

Fir die Lorenzkraft gilt:
| F' = g*(vx B)=[q|*|v|*|B|*é&

-
- -

I
allgemein: F*v =00 FUv

Den Radius der Kreisbahn kann man berechnen, indem man die Lorenzkraft und die Zentrifugalkraft
gleichsetzt.

(2) Geraden
r(A)=atlg

Diese Parameterdarstellung ist nicht eindeutig, da statt g auch ein anderer, zu g paralleler Vektor, gewahit
werden kann und a der Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf der Geraden ist.

(3) Ebenen
r(A,e)=at b+ ¢c

Dies ist die Parameterdarstellung einer Ebene. a ist dabei der Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf der
Ebene und b und c sind zwei Vektoren, die in der Ebene liegen aber nicht parallel sind.

Eine andere Moglichkeit ist die Darstellung der Ebene mit Hilfe des Einheitsnormalenvektors, der senkrecht
auf der Ebene steht.

r¥nz p
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VI Grenzwerte

1. Folgen

Definition:

Folgen sind Abbildungen aus den naturlichen Zahlen in ihren Wertebereich.
Bsp.: an=n?

Frage: Wie verhalten sich Folgen fir sehr grof3e n?

Definition:

Eine Folge divergiert, wenn sich zu jeder Zahl ¢ ein n, findet mit |ao|>c.
Oder: Wenn sie gréer wird als eine beliebige Zahl.

Bsp..a,=n lim(n - ©)n= o

Definition:

Eine Folge konvergiert gegen a, wenn sich zu jedem £ ein no finden lasst mit |[a,—a| <¢ . (O n > no)

Bsp.:a,=1/n lim(n - ® )l =0
n

2. Grenzwerte rationaler Funktionen

Beispiele
f(x) = x* => divergiert
I 2
x3+ x*+ 2 1+7+73 1
f(x) = ———= lim(x - ©)f(x)= —>*—*= =
2x*+ 1 o 1 2
x3

3. Rechenregeln

lim(x - ©)(c* f(x))= c*lim(x - ©)f(x)

lim(x - o )(f(x)t g(x)) = lim(x - ) f(x)t lim(x - ©)g(x)
lim(x - @ )(f(x)*g(x)) = lim(x - o) f(x)*lim(x -~ ©)g(x)

4. weitere Grenzwerte
(1) f(x) = Inx

5 lim(x - ©)lnx=?
bekannt : lim(x - © )x =
d.h. f(x) = x wird gréRer als jede beliebige Zahl, also:
x> e°
e™>e°
Inx >c
0 lim(x - ©)lnx=w

(2) f(x) = cosh (x)
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lim(x - ® )cosh(x) = lim(x - )(% (e +e™)

=% *(lim(x- © )e*+lim(x- © )e*)
(=%* (% +0)

= 00
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VIl Infinitesimalrechnung

Einflhrung

Differenzial- und Integralrechnung
Gesetzmaligkeiten beinhalten oft Veranderungen von GréRen. Zum Beispiel bei Raketen.

Gesamteffekte bedurfen oft der Summation (Integral) Gber eine veranderliche Grofde.

Sy =
Zum Beispiel Arbeit (iber einem Kraftfeld: W:fs F(5)ds

Geschwindigkeitsbestimmung mittels der zuriickgelegten Strecke
— Ein Stein sinkt im Wasser mit v = konstant. Nach 2 sek ist der Stein in 3m Tiefe.

fp|=2m
2s

— Ein Stein fallt vom Turm mit konstanter Beschleunigung

=1,52
S

0Os — Om
1s —» 5m
2s — 20m
3s — 45m
m 2

1
stﬂz'l‘z (Eigentlich f(t)=5-9,81—2-t )
S S

Frage: Wie grof} ist v nach 2 Sekunden?
1) Na&herung

betrachte Zeitintervall zwischen t,=2sAt,=2,1s=>At=0,1s

—> Der zurlickgelegte Weg: A SZS%'Q,I s) - 5%-(2 s)’=2,05m

s
mittlere Geschwindigkeit v=£=2 05 =20,52
g At 7T 0,1 s
2) Genauere Naherung
At=0,01s
As=5-(2,01’m-5-2=0,2005m
As _0,2005m m
— mi indigkeit v=—=-"—""—"-=20,05—
mittlere Geschwindigkeit v A7 0.1s U~
3) Grenziibergang
At=t,—2s
m Sm
— AS:5—2t12——2(2$)2
s
2 2
As _m t1—(2s) m
=—=5———=5=(t,+2
Y At S2 11—28 S2(2 S)
At—2s laufen lassen! ...25%(254-25):20%

N

VII Infinitesimalrechnung
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Umformungen vor dem Grenzubergang!

As _.m(2s)—(2s) .
= =5 =— los!
v A7 R O(smnos)

4) allgemein: Geschwindigkeit nach der Zeit t

s=f(t) At=t,—t AszS%(rf—tz)

ti—t
v(6)=f"(6)=lim 25 = tim 52/ DL o5 M jimy (4 4 g)=5 . 24=10 2,
At—0 At At—t, 8§ tl—t ST At—t Ky Ky

s(z)zvzf'u):lo?t

ds(t)_@_s

) d
Schreibweisen: — Zeitableitungen: v (t)=S(7) oder v=—-s(¢)= = =
- gen: v(1)=3(1) Csl)="2 =T

Die Zuwachsrate des zurlickgelegten Wegs heifl3t Geschwindigkeit. Analog bezeichnet man die
Anderungsrate der Geschwindigkeit die Beschleunigung. a=v=35.Wenn a <0 — Bremsweg

a) Wie weit fallt der Stein in der Zeit 1,9s bis 2s?
As=5"(2,015)-52(1,95)’=195m
s s

b) = Abschatzung der Geschwindigkeit

—A5 195 M _195™

V=L 0.1s s

Berechnung des Wegs bei veranderlicher Geschwindigkeit
Weg = Geschwindigkeit X Zeit

S=v-t
Beispiel
Rakete nach einer Zeit t erreicht die Geschwindigkeit 42,5 -
40
v(t)=22%¢ 3751 ,
Ky 35 /’
32,5
Frage: Wie grof} ist die zurlickgelegte Strecke nach 3 30 7
sek? 275
25
. . .. . 22,5
Wir haben Einschrankungen (Randbedingungen) >0 .
17,5
=050 —5(0s)=0-r=0m i
Ky ©
10
7,5
t=3s—v=2"3s"=5(3s)=v-1=18"35=54m 5
s s 2 .
(gleichférmige Bewegung) © e PQITR]SLAYOSQ QW
:1Ioooo\—‘—\—c\i<\|mm<r
Abschiatzung h ¥§33 22 X

Teile Intervalle in 6 a 0,5s.
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Zeit tin s (0;0,5) (0,5:1) 1;1,5) (1,552) (2;2,5) (2,5:3)
min-Weg 0 0,25 1,0 2,25 4 6,25
max-Weg 0,25 1,0 2,25 4 6,25 9

L. nehme immer kleinere Zeitintervalle — bessere Abschatzung!
Nebenbemerkung:

Intervalle mit 0,1s ergeben einen
zurtickgelegten Weg zwischen
17,13m und 18,91m.

Nochmal:
Anzahl der Intervalle Dauer in s Mininm Max in m
1 3 0 54
6 0,5 13,75 22,75
30 0,1 17,13 18,91

L Grenzwert — 18m

Begriffe Obersumme/Untersumme
n—1

Zv(tl)-At

i=0

Untersumme: S,,=

Obersumme: s,= Y, v(t,)-At
i=0

v="1(1)
S=F(1)-F(0)=[ (¢ ")dr’

Obversumme
I

Untersumme

\

=
X1

3 3s
J, 25t 'zdz':zﬁllﬁl =22 23—7s3—0s3):18m
N

s’ 3

0s S

n—1
Nachtrag: Man hétte auch die ,Mittelsumme*® bilden kdnnen. SmZZ

6 Intervalle: Mittelsumme = 17,87m

Differenzialrechnung — Die Ableitung

At

vit.+—
2

i=0

y

3 (physikalische) Variationen zu diesem Thema:

m
1) Ein Stein fallt eine Strecke von 5—2 £ im Zeitraum t. Wie groR ist die Geschwindigkeit nach 2

N

VII Infinitesimalrechnung
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Sekunden?
2) Gegeben ist eine Parabel y=x2 . Wie grof} ist der Anstieg der Tangente an die Parabel im Punkt
(2,‘ 4) anliegt?

3) Gegeben ist eine inhomogene Stange der Lange | = 0,1m mit der Masse 100g. Die ersten &-L (
£=[0,1]) der Stange haben eine Masse von 100 g . Wie groR ist die Dichte o der Stange in

L} bei £=0,2 ? Querschnitt ist 1cm”2.

cm
Lésungen:

zu1) siehe oben

m 2 m 2
5—2t —5—2(28)

y=lim —> > =207
t—2s t—2s N
zu 2)
2 f—
Steigung m=lim YY) X4 w:hm(x+2):4
x—>2 x—2 x—2 X— x—2 x—2 x—2
. Masse Masse
Dichte = =
2u3) Dichte Volumen Lénge - Querschnitt
1. Pflicht: Suche funktionalen Zusammenhang!
i _1lm
= Dichte Q—Q i
5 1100g-0,2° 5
8| pim 19088 = g 98 5 004
o> p cm3l £-0,2 100m[§—0,2] £-0.2 cm3 5—0,2
= lim 10-8 ET02NEH02)_ (16 & (g 9)my £
£-02  cm £—0,2 £-02  cm cm

Allgemeine Ableitungen

1) Ableitung eines Polynoms

)
2) Definition einer ,Ableitung*
3) hohere Ableitungen
4) Kurvendiskussion
5) Optimierungsrechnungen
6) Taylor'sche Polynome / Reihenentwicklung (Relativititstheorie E =mc?)
7) Ableitung von Vektorfunktionen
8) Ableitung mehrerer Variablen

Ableitung eines Polynoms

Theorem: Fiir jede positive ganze Zahl n ist die Ableitung von x" durch p-x""' gegeben.

Beweis

n n

X, —X
1 . -1 -2 -3 .2 -1
=2 mit x| —x"=(x,—x) (] Hx) xx O x x

f'(x)=1im

X=X xl_x
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=f'(x)=Ilim (x{H+x'1'72x+...+x"71 =n-x""
T n-mal -
g.e.d
Beispiel
d df(x)

f'(x)=—1(x)=

(x)=——flx)=—"

. . . 1 P d — )
bei Ableitungen nach der Zeit: f (t)—Zf(t):f(t)
Definition einer Ableitung
Sei f eine Funktion mit Definitionsbereich und Wertebereich aus IR . Ist x eine Zahl aus dem

f(x,)—f(x

Definitionsbereich von f und existiert lim M , S0 nennen wir diesen Grenzwert ,Ableitung von

XX X1—X
f an der Stelle x “.

Beispiel: Wurzelfunktion

f(x)=Vx

Vi x_ (s o)
x—=x  (x-x)(Wx,+Vx)  Vx+Vx

lim — =1 —¢r(x)
wox Vx AVx 24x

alternative Definition
X, =x+h

lim f(x+h)-f(x)
n—0 h

Existiert ein Grenzwert so heitt f ,differenzierbar an der Stelle x “.

Ableitung einiger Funktionen
d
_— :0

Konstante e c

d n__ n—1
Polynom —Xx =nx

dx

Sinus isin(x)zcos()c)
dx

Cosinus icos(x)z—sin(x)
dx

Logarithmus iln (x)= 1 (x>0)
dx X

d X X
Exponentialfunktionen —e" =e
dx
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Ableitungen von Summen, Produkten etc...

(o F1=c. L2
Konstante dx(c f)=c I

Summe

d _dg  df
dx (g+/) dx * dx

L (g-f)=(g" f)+(g-1")
Kette y=f(u) mit u=g(x)

dy_dy du_ d__d
dx du dx duf dx-g

Produkt

Beispiel
Su=y u=3x"

d—y=5~6x+30x
dx

d
Quotient —

(i)zf’-g—f-g’
dx 2

g g

Umkehrfunktion und deren Ableitung

Version 1.1.192

Sei f(x) eine eindeutige Funktion. Die Funktion g wird Umkehrfunktion genannt, wenn sie jeden Wert von

f(x) die der Zahl x zuordnet.

Beispiel
f(x)=2x®y:2x©x=%®g(y):%

< Spiegelung an der X=) -Geraden

f(x)=lg(x)=y=lg(x)=10"=x=g(y)=10"

Ableitung der Umkehrfunktion

(fl)'(f(x))zﬁ falls f'(x)#0

oder u=f~'(y) und y=f(x)=u(x)= ' (F(x))=x
_du_du_du_ 1

= = = =
dc dx dy dy
dx

Ableitungen von x?, b* und x* (Herleitungen)
1) y=x" aus x=e"*=>¢" mit u=a-Inx

a—1

dy d du_ .a_ .nxa_ _4a
9 —_— = ._:e _:e -—:x -—:ax
dx  Jy-e* dx X X X

VII Infinitesimalrechnung

Warnung:
- 1
g :f_l AChtUrlg.' f 1757

g.e.d.
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2) y:bx_(elnb)x:exlnb:eu mit u=x-1nb

dy _d .du_ . x
8 _ & o inb=b"1
o I du e I e lnb=5b"-Inb

3) y:xx:(elnx)x:exlnx:eu mit u=x-Inx

dy_ d_ du

_u
.__e .

> dx du-eu dx

1nx—|—£
X

=x"(Inx+1)

Hohere Ableitungen

zurtck zum Beispiel:

- Die Geschwindigkeit ist die Anderungsrate der Wegstrecke.

- Die Anderungsrate der Geschwindigkeit ist die Beschleunigung

Position: s=f(¢)

d .
Ableitung ist die Geschwindigkeit: S:V:E'f(t):f

. d|d
Ableitung der Ableitung ist die Beschleunigung: S‘ZVZE (Ef(t)):

2

f''(x) oder y'' oder ?(f(t))

Nachtrag

y:xa:yr:axa—l
y=b"=y'=b"Inb
y:xx:(elnx)x:exlnx:eU U=x-lnx
dy _d eU~du_ U X\
e e ¢ (lnx+x)—x (Inx+1)

Zwei typischen Aufgaben

1. Ball von der Klippe

Version 1.1.192

m
Ein Ball wird mit einer Geschwindigkeit von 20— von einer 30m hohen Klippe nach oben geworfen.
s

a) Wann erreicht der Ball seine grofite Hohe?
b) Wie hoch ist er dann?
c) Wann fallt der Ball ins Meer?

m_dv

Beschleunigung a=—g=-9,81 ==
s> dt

VII Infinitesimalrechnung
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h Einschub:
Herangehensweise an Problem:
St 'pf' i a 1) Problem verstehen (zum Beispiel
3OmN Skizze)

2) Ubersetzen der Probleme in eine
Formel

3) Rechnung (mit Buchstaben)

4) Zahlenwerte einsetzen
t (Einheitenkontrolle)

5) Einordnung der Ergebnisse

t=0 — Geschwindigkeit v=v0=20%:>c=20%
mit Randbedingungen =>v(t)=—g(t)+v,
2y(t)=—%-g-t2+v0‘t+R
=t 24201 430m
2 S

Somit ist das Problem verstanden und in Formel Gbersetzt. Nun die Lésung der Aufgaben:

a) hochster Punkt bei v=0

, 207
Sv()=—gt+v,=0=1 =—L=—"_~2s

& 9812

S

b) Wie hoch ist er dann?
ymz—%gtmz—kvotm—kyo:—S (25 +20 ?~25+30m=—20m+40m +30m=>50m
s
c) Wann auf dem Boden? Bei y=0!
Do, 2o_
4

> —%gt2+vot+y020©t2— 0

vo v 2yO__Vo+\/V§+2gYO_l[V V2 2gy)
- - 0— 0 0

>t,=——*|—5+—=
g \g® g ¢ g g
2 2 -
=1 2oﬂi\/4ooﬂz+600%]:(2ﬂ10)s:5,16s
m N S S
9,812
S
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Graphische Darstellung

W wH Ao
SO oo,

N
[&)]

N
o

Ny (D) =
>1/2+%9,81m/s2t2+20
m/s t+30m

N v(t)=—gt+v0

\_a=-10 m/s2

a -
o oouou

[l R
oS ao

0
0,38
0,76
1,14
1,51
1,89
2,27
2,65
3,03
3,41
3,79
4,16
4,54
4,92

53

1
2

y(1)=—=-9,81 2 +20 "t +30m
S S

2. Federschwingungen

Federpendel

\\ Bewegung der Masse m wird beschrieben durch die

Bewegungsgleichung x (#)=4-sin(wt) .

1
Die Kreisfrequenz ist w=21t f [w]:—[_.,

N

_rad
|

ederkonstante k

[f]Z%ZHertz-

Wie sieht die Bewegung also aus?

x(t)=A-sin(wt) Federpendel

v(t)=x=Awcos(wt)

a(t)ZXZ—sz(sin(wt)) 05

bei

Z :

min. Auslenkung

o
x

v
L a

max. Geschwindigkeit o

min. Beschleunigung

L nnnnnnmm,
57T OMW®O=—TODNLWINTMOO=FO©DNONCDDW©®0 =
<N ML O~ NCWORNDO-ANTO DO~ ™

—_— CO0OO0O0O0CO0Orrr w—rrraaNNNNN NO@ @

2

max. Auslenkung
min. Geschwindigkeit

max. Beschleunigung

mathematisch: %=w’x (¢) ()

,DGL einer harmonischen Schwingung*
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. Hook'sches Gesetz

— physikalisch: m-a=m-x —k-x (%x)

F:m-aﬂk:—k-x

m
, . 2k
Vergleich (%) mit (%) = W =—
m
Fadenpendel
g
w=4=
\ [
Kurvendiskussion
< 4 .
Rechtskrimmung f'(x) < 0
lokales (in diesem Fall auch
absolutes) Extrema
X
- Wendepunkt f'(x) = 0
Polstelle
lim f (x)=—o0
lokales Minumum f"(x) > 0/(

Beispiel
f(x)=x-e"
vy d o x_ x

f'(x)=—f(x)=e"+xe"=e"(1+x)
dx
dZ

f''(x)=—5f(x)=e"+e +xe'=€"(2+x)
dx

Asymptotisches Verhalten:
lim f(x)=0

X— —00

lim xe'=w

X— +o0
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Version 1.1.192

Extremwerte:
f'(x)<0
e’ (1+x)=0
ox=-1
Kriimmung:
f''(x)=0=e"(2+x) 2,75
2,5
Vorzeichen ist 2+x bestimmt: 2,25 |
" _ 2 g i
- ' (x)<0e2+x<0=>x<-2 75 /“,
- f"(x)>0224+x>0=>x>-2 15
1,25 /
—~  Minimum bei x=—1 e
. 0,75 p
—  Wendepunkt bei x=—2 05 y
0.25
Minimum-Maximum-Rechnungen 022 1T
Oft nétig bei Optimierungsproblemen. 0,5 s s
P - I S R (R R
Beispiele: RN = v 3 5 < g Yo

minimale Oberflache einer Verpackung
maximale Steifigkeit eines Balkens
Kosten-Nutzen-Rechnungen (Finanzoptimierung)

Optimierung der Dauer einer Wegstrecke

Vorgehensweise:
Das Problem muss in einer Funktion Ubersetzt werden

L

L

L

Extremwerte dieser Funktion finden
Nicht-trivale Loésungen ergeben viel aus lokalen Extremwerten

Abhangigkeit muss mindestens quadratisch sein

Beispiel

Schachtel gefaltet.

- maximal wird?

' Volumen

gar nicht schneiden

xe| 0 ;

Extrema

. x—0
: V(x)—0 fir 6

VII Infinitesimalrechnung

|

bis zur Mitte schneiden

Ein Karton mit Seitenlange 12cm wird geschnitten und zu einer

Frage: Wie grof3 muss x gewahlt werden, damit das Volumen

V(x)=(12-2x)*=(144—48x+4x") x=4x" — 48 x’+ 144x
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Ableiten
div(x)=12x2—96x+144£0@x2—8x+12:0
X
8_ |64 ~ 4+4=6
=241 12=4+4 =
= X1 ) 4 v =X, 4_4=2

— Volumen: V(2)=126[cm’|

Version 1.1.192

130 —
120
110 g
100 3
90
N \
80 :
o 70/
60 “
50 f,“
40 T N
30 -
20
1
1 f
0
0
o [s2l © [} -~ < N~ [spl (5] [{} (2] -~ < N~
5 ® N N < 1 S ® NN < 1
\v(x)—(129°‘_‘_“’” MmO < < O W
2x) 2x X
— allgemeine Rechnung zeigt fir einen Karton der Seitenlange L ng optimiert das Schachtelvolumen.

Beispiel

Die Stetigkeit eines Balkens ist proportional zur Breite » und einem Kubus seiner Héhe /° (soc b-h3) .

2 T Nachdifferenzieren nicht vergessen!

Aufgabe
In welche Form soll der Balken aus einem Rundbalken mit Durchmesser d geschnitten werden flir maximale
Steifigkeit?
b Pythagoras: J°=p>+h’=h=\d*—b*
5 53
— S=bd*— b =S(b)
A Ableiten:
ds > 3 >
“o d2_b2 2+b 2. d2_b2 2.
8S_{ )b 2
1. Loésung:
. A d*—b*=0=p=4 (Unsinn!)
2. Lésung

dz—b2—3b2=0:>=>d2—4b2=0=>b=%

= & (Wurzel einsetzen)

| d [ 1_\3
h=+ld 4—d 175 d

VII Infinitesimalrechnung

Seite 58 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

Taylorsches Polynom

Man kann komplizierte analytische Ausdriicke anndhern und zwar durch eine (nach wenigen Gliedern
abgebrochene) Potenzreihe.

Einschub
Folge N _ 2 1
spater: E= m ¢ y=
Funktion, die jeder positiven ganzen Zahl n eine Zahl a, m=m(y) 1_v_2
zuordnet. o2
Beispiel
1 2 3 n
) (] (0] (1
1 2 3 n
lim 1+l — ¢ (Definition der Eulerzahl)
n—ow n
Beispiel

ein radioaktives Praparat. Innerhalb einer Stunde zerfallt die Halfte des Atome.
l 1 l 2 l 3 l n
2)7\2)\2) 77\ 2

lim (l) =0 (konvergente Folge)

n— oo

Reihe

Folge der Summen S,=a,+a,+...+a, die sich aus der Folge a, ergibt.

Beispiel

S, =14+r+r’+r+.. . +r"

lim S _IL (,geometrische Reihe®)
Beispiel
S, —l+ 1 +— 1 +.. + 1 ,harmonische Reihe“
1 2 3
lim S, TP SRR P I RS S Y (U SR P
noo 2 3 4 5 n 2 \3 4 5 6 7 8 n
SIS (R U Y (S SR SO R SO S SR SO S
2 \4 4 8 8 8 8 2 2 2

harmonische Reihe ist divergent.

Merke: Reihe a,+a,+a,+...+a, ist konvergent —1im a,=0

n—o

Potenzreihe

Potenzreihe von f(x) im Intervallum x=0.Essei R>0 und es gelte
f(x)=ay+a, x+ a2x2+a3x3+...+anx” fir |x|<R dann sind die Koeffizienten @, gegeben durch

VII Infinitesimalrechnung Seite 59 von 89



Mitschrift vom Physik Vorkurs Version 1.1.192

(n)
L _f"(0)
" n!
,,Beweis*

f(0)=a,+a,; 0+a,0...=q,
f'(0)=a,+2a,0+3a,0...=q, 1!
£17(0)=2a,+32a,-0+...=a,2!
£/77(0)=3-2a,+4-32-a,-0+...=a,3!
£f4(0)=4-32-a,+...=a,4!

£f7(0)=...=a,n!
_"(0)

n

n!
g.e.d.

Beispiel
f(x)=e*, f'(x)=¢", f''(x)=¢", ..., f"(x)=¢"
=£(0)=f"(0)=f""(0)=...=f" (x)=e"=£(0)=F"(0)=f""(0)=...=f"(0)=e"=1

1 1 x X x"_" x"
=2aq,=—=e=—+—+_—+.. . +—=) —
n! o 1 2 n! =i n!
zu Hause:
zeige dass sin(x):x_x_3+x_5_
315!

Das Taylor'sche Polynom
Die Funktion f hat an der Stelle a alle Ableitungen bis zur Ordnung 7 .

Dann ist:

r

1

ﬁ.

(a)
2!

T, (x,a)=f(a)+f'(a)(x—a)+ (x—a)’+...4—f"(a)(x—a)" das Taylor'sche Polynom vom

Grad n an der Stelle a .

Satz

Essei 7,(x,a) das Taylor'sche Polynom vom Grad n an der

Stelle a .Dannistfur j=0,1,2,...,n—1 die j -te Ableitung von Nebenbemerkung

Tn(x, a) ander Stelle x=a gleich der j -ten Ableitung von f(x) T(x,0) ist die obige Potenzreihe
bei x=a. um x=0, spezielle Taylorreihe
Beispiel

£(x)=In(x);,_,;
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In(x),_,;;=In(1)

;—j(lnx)hzﬂ(x—l)
T (1) ooy (31
+...
":O+xE1 3(x—1)+%(—1) . (r=1P+55(=1)(=2) L -+
x=1 Xtr=13 X tx=13
_ (x=1)° (x=1)
=(x—1)- 5 + 3
_w k+l(x_1)k
...—;(—1) —

Ex=17 heit: 'in der Umgebung von x=1"

Beispiel aus der Relativitatstheorie

2 2 2

E=mc’=E,= mc - m,c

1 —— . —_—
Gesamternergie Ruheenergie

Gesamtenergie: setzt sich zusammen aus ,Ruheenergie” eines Korpers und der ,kinetischen Energie®. Die

2
kinetische Energie ist aus der Schule bekannt: EkaL:%m v
y -Faktor:
y= I 1
\/ RGN E 5
CZ

E:E(B):mo-czﬁ:Ekmzmczmoczzymocz—moczzmgc(y—1)

Idee: Taylorentwicklung von E(B8) um B=0

1

g (g mye| L1 =] 22| L

S EB)=m, { S8 2 23)] ; (M)

d’ —m 2l 23 30 2_%_ —m 1 36
25 EB)=m, [(1 g) *+p| (157 (23))] : [h_ﬁzwl_[gzs]
Ergebnis:

E(B):s_0;=E(0)+BE '(0)+%2E’ "(0)=m,c

1 » 2, 1 2 2 v
1+0+53 ]_—m0~c +§moc B (B—z)
...——mocz—k—; mov2 (dies kennen wir aus der Schule ©)

= Taylorentwicklung der relativistischen Gesamtenergie um B=0 (niedrige Energien, nicht relativistische
Grenze) ergibt wieder die ,bekannte” kinetische Energie.
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Ableiten einer Vektorfunktion

Viele Grofien sind VektorgroRen wie zum Beispiel Geschwindigkeit, Beschleunigung, ... !

Beispiel
Ein Massepunkt (Teilchen) bewegt sich in einem Koordinatensystem

Zur Zeit t wird sein Aufenthaltsort durch einen Ortsvektor angegeben.

e X
r— oo 4 e =|X =[x (positiv)
r=x-erye, y y(positiv) Eigener Kommentar:
Siehe Animation unter
Bildlich htto://www.walter-fendt.de/ph14d/wurf.htm

t: Laufvariable ersetzt x.
Abhangigkeit kann nicht gezeichnet werden (oder nur komplizierter Weise).

Fir At—0 wird sich Af immer mehr der Tangente an die Wegstrecke, die
die Spitze von f erklart, anndhern. =f '(¢) : ,Tangentenvektor* genannt.
Beispiel: Kreisbewegung

f(t »'At) f ) Lange von 1(¢) ist nicht von t abhangig

r:

I~
I~

v

dr

aulerdem:; 2rir=2r—
dt

dr

=>2rir= 2rd—t:>2r r—

dt

d .
r=|r| ist konstant =>d—;;=0:>l;-z=o

= r und 7=y stehen senkrecht aufeinander
(siehe oben). Eigener Kommentar:

Siehe Animation fiir Kreisfunktionen unter

Ableitung von Funktionen mehrerer http://www.walter-fendt.de/ph14d/kreisbewegung.htm
Veranderlicher

Der Graph einer Funktion f(x,y) besteht aus Punkten (x, y, z) , die die Gleichung z=f(x, y)
erflllen.

Die sist die Funktion zweier Variabler = der Graph ist eine Flache.
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Beispiel

f(x,y)=x>+y>

Gravitationspotential

m.m
E=—y 122

r

m,m
b(r)=y ;2

Partielle Ableitung

Betrachte 1-dimensionale Funktion g(x)=f(x,b)
b=konstant

= Steigung der Funktion g(x) an der Stelle x=a
bestimmen, wie im Fall der 1-dimensionalen Differenziation.

Definition der partiellen Ableitung

fx=ﬂ=lim f(x+Ax,y)—f(x,y)
O0X  Ax—0 Ax

0
analog fur f =——

oy

Beispiele

of of _
f(-x’y) Xy Ox Xy ay X

- f(x,y)=2x+4y+x* Steigungin (0,0)?

of
242
o0x x
of

21

oy

of
= — anderStelle x=0 =2

o0x

2. Ableitung oder héhere

o' f
fxyzg

_of
o= 0x0y

ohne Beweis: [ =/,

=2xy

Gestern:
Anwendungen in der Differentialrechnung:
- s(t)-v(t)—alt)

—  Kurvendiskussion — Minimal-Maximal-Rechnungen
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— Taylorreihenentwicklungen — E(B) um B=0 entwickelt
— Ableitungen von Vektorfunktionen

— Ableitungen von Funktionen mehrerer Variablen
f(x,y)=x*+y>
2ﬂ =2x
ox

Integralrechnung

Motivation

Bestimmung des zuriickgelegten Weges bei veranderlicher Geschwindigkeit.

Rakete: Vv (#)=2 ﬂst2

i=0 gemeinsamer Grenzwert =gesuchtes Ergebnis

S=F(1)~F(0)=[ f(¢")dr’

g am o, aml 1) 27 3 3|
S—IOS2?t dt'=2 [gtl =2 [?s —Os]—l8m

3
S 0s

=3

Themen

— Beispiele fir bestimmte Integrale

— Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

— Schreibweisen und Begriffe

— Finden einer Stammfunktion — Methoden
— Integralfunktionen

— Uneigentliche Integrale

— Nummerische Integrale

— Anwendungen

— [Kurvenintegrale, Flachenintegrale, DGL]
Integralrechnung

Beispiele fiir bestimmte Integrale

Aufgaben

Version 1.1.192

m
A1) Ein Stein fallt mit einer Geschwindigkeit von V (¢)= 10—2t . Wie tief ist er nach 2 Sekunden gefallen?

S

A2) Wie groR ist die Flache des Gebiets, das durch y=x, der x -Achse und die Vertikale bei x=3

begrenzt ist?

VII Infinitesimalrechnung
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X
A3) Eine inhomogene Stange (/=10cm , Querschnitt = 1¢m? ) hat die Dichte 0= 100%-— . Wie groR
cm”- ¢m

ist die Gesamtmasse der Stange?

Losungen
A1) S=1im2vi(ti)Ati=1imZV( ZS) 2 _lim Z 104 L 2625 = 40m- hmz d
n—0 j=1 n—w j=1 n n—ow j=1 S n n—w p=1 n

A2) 4= hmZy Ax—llmzl—3——9hmzl

n—ow j=1 n—oo j=1 n—ow ;=1 N

A3) m=lim . o(x,)}0-Ax,=lim ¥ 1 e 100 L.10 <" 10——101<g-1imzi2

n—o =1 n—ow j=1 cm n cm n—wi=1 N

w0
. : l .
Immer wieder: lim Z — <« Riemann_Summe

n—w;_1 N Xy
Flache:
3 1L 1 .
=>11mz f xdx=—x"| == i in
————l 2 |, 2 “

— Bestimmtes Integral ist Grenzwert einer Summe.
zu 1) 20m

zu2)4,5

zu 3) 5kg

Kommentar:

Erweiterung in mehr Dimensionen Oft gibt es keine analytische

Lésung fiir das Integral f 2 dx

Beispiel: Volumen eines Scheinwerfers X - Numme_r/sche Losung dber
T Summenbildung

Einteilung in infinitesimal kleine Scheibchen mit Volumen

X, 2
r2Tr~Ax:(\/%) mTAx=x-Ax

I Kreis

===
_o——r _n
] Iall|la . :Vges—;V ZxAx Z}nn
) |
1
- V_,lzlilololzlln n:‘IOdezz

Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

Ableitung: Steigung an einem Punkt — lokale Information (nur méglich, wenn Funktion differenzierbar ist —
.keinen Knick®).

f(a)=|a| ist nicht differenzierbar bei a=0
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Integral: Flache eines Gebiets — globale Information (mdglich,
|al wenn die Funktion stiickchenweise stetig ist in der Regel eher
moglich als Differenziation)

Enge Beziehung zwischen Integrieren und Ableiten.
f(x)="F(x)
F(x)=f (x)

INT.
H

1. Hauptsatz
Sei f=F"' die Ableitung einer Funktion und stetigin [a,b],

dann gilt fi f(x)dx=F(b)-F(a) .

a

b b b
plausible Erklérung: | f(x)dx= | ‘Zl,—];dx:fa dF=F|[...]"=F(b)-F(a)
Also will man das Integral von f(x) bestimmen, suchen F(x) mit der Ableitung f(x).
Beispiel

f; e dx=F(x)=2¢""(Vx—1) ,Stammfunktion*

LHS

o [ R (1) F(0)=2¢'(VT—1)-2(~1]=2

Beispiel
1 2 2
fo e " dx=>F(x)=? Es existiert keine elementare Funktion, deren Ableitung ¢~ * ist.

Trotzdem existiert das Integral (als Flache unter der Kurve) zum Beispiel die Lastverteilung:

00 7xz _ A -’T
e dx=—
0 2
1

09

08

07

0,6
4 /

> 05 -
0,4 :
03 \
/ \

0.2 /
i /

0,1

0 | / \

wn < (2] ™ N~ -~ O o [(e] -~ N~ (32} (2] < e}
g - kN £ o~ o o N O N v §
T Y v v 9 9 S S «~ «~ « o

N eM(=x"2) X
— Das Bilden einer Ableitung immer mdglich

— Finden einer Stammfunktion ist oft schwierig, oft unmbglich.E

2. Hauptsatz
(Ist die Umkehrung des 1. Hauptsatzes.)

Sei f stetigin [a,b] mit a<x<b und sei G(x):fxf(x’)dx',dann ist G'(x)=f(x).
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Schreibweisen

f f(x)dxzf dx f(x) (Vorteil: sofort klar, iber welche Variable integriert werden muss)
f dx = Operator, der auf alles rechts von ihm wirkt

f dxx’+5 — Klammern setzen ist sehr wichtig!

+5

f: dx(x2+5)¢(fz dx x°

Stammfunktion*

Jede Funktion F mit Ableitung f wird Stammfunktion genannt (von f).

Ist F Stammfunktion, dann ist F+C ( C =Konstante ) ebenfalls Stammfunktion.
Beispiel

(x*)'=3x*=x’ ist Stammfunktion zu 3x

27
In Physik oft als Randbedingung des Problems!

™ ™
x’+2—— ist ebenfalls Stammfunktion! (x3+22—7)'=3X2

Begriffe
Integral = Operator f dx

b
— Bestimmtes Integral: f f(x)dx=F(b)—F(a) =Zahl [ggf. Einheit]
— unbestimmte Integrale = Stammfunktion f f(x)dx=F(x)+C

— Integrant fdx fx)

zu integrierende Funktion

— Differenzial = dx

Berechnen von Integralen
(Finden der Stammfunktion)
1. Weg in der Praxis:

—  Wissen

Integraltafeln

— Computeralgebra-Programme (zum Beispiel Maple)

Dennoch ist Grundwissen nétig um

1) ein spezielles Integral in eine Form umzuwandeln, die man in Tafeln findet

2) Ergebnis des Computeralgebra-Programms zu Uberprifen/beurteilen. (Auf Eingabefehler /
Syntaxfehler achten!)

Wissenswerte Integrale
(in der Regel wird das ¢ weggelassen)

- fldxzx
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n+1

B fx"dx=n+1

_ f%:1n|x|

- [etdv=¢"

- [edv=—e

- [sinxdv=—cosxdx

- fcoscdx:sinx

Grundregeln

- f cf(x)=c f f (x)dx Tipp: Am Anfang der Rechnung eine Ersetzung
[alle Konstanten hier rein |

= [ (f(x)+g(x)dx= f(x)dx+ [ glx)dx
A~

- ] dx=mle

Beispiel

f 3cosx— 4s1nx+1 dx= 3fdxcosx 4_[a’xs1nx+f——3smx+4cosx—l
x? X

Methoden in der Integralrechnung

Substitutionsmethode (inspiriert von Kettenregel)

Eine Funktion wird eingefiihrt, die die Form der Integranden vereinfachen soll.

Beispiel
f sin (x”)-2xdx
. . . 2 . g _ .2 dl/l _ _ dl/l
2x ist die Ableitung von x?! = Definition u(x)=x 2d——2x:>dx—2—
x X

Also: f sin (x°)-2x dx=f sin u du=—cos uTzl—cos(xz)
1: Substitution wieder riickgangig machen

Beispiel

2
f d 3abcu:1+x32a’u=3x3dx2dx:d—u2
V1i+x 3x

fldu

1
Also: %fuzdu—szl3\/l+x

1
3

1: Substitution wieder riickgangig machen

Kommentar:

1
f 1+—3 hat keine elementare Stammfunktion!
v X
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Beispiel
fx2+1
dx
2x -3
du u+3
x—3=>% =) x=
Versuch: u=2x — :dx x= 5
f u+3 2+1
du f(u+3)2+4 fu2+6u+13
Also: —= du=
u 2 8u 8u
3,13 313
o= += du=—+=u+-—=1
f(s el Ee At al
_(2x+3) 3 B E
S AT S 4(2 3)+—In[2x -3

2: Substitution riickgangig machen

Partielle Integration

(inspiriert durch die Produktregel)

(uv)'=u-v'+u'-v (integriere ganze Gleichung)
2f (uv)’dlef uy ’dx+f u'vdx
@u-v=f uv 'dx+fu "V dx

fu’vdx

= f uv'dx =uv—
[ —
(hoffentlich) leicht zu 16sen

schwer zu l6sen

Vereinfachte Schreibweise: f udv=u-v —f vdu

Beispiel

fx-e_xdx

u=x =>du=dx

dv=e" =v=—e"

2fxe dx = x f—e_xdx
u v' u v v du
—

dv

2_[ xe “dx=—xe=(—1—x)e "=—(1+x)e

—-X

Beispiel

flnx:fl-lnxdx, u=Inx, dv=1, du:%, V=X

[ In(x)dx=xIn(x

Bestimmtes Integral

A=fjf(x)dx=

(b)-F(a)

VII Infinitesimalrechnung

J‘x—dx xIn(x)—x=x(Inx—1)

du

Version 1.1.192

Tipp:
Nochmal eine Substitution verwenden.
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Beispiel
m=f odV

a / allgemeine Eigenschaften bestimmter Integrale
/ fjf(x)dx=—f:f(x)dx
0

X fzf(x)dxz

f(x

fzf(x)dxzf:f(X)dx-i-fif(x dx
fbf(x)dxsfbg(x)dx falls (f(x)<g(x)|€la;b]

ff Ydx=f(E)(b—a)

Rechteck

Mittelwertsatz der Integralrechnung*

Integralfunktionen

Stolt man immer wieder auf einen Integranden zu dem man die Stammfunktion nicht finden kann, ,dann
dreht man den Spiel3 einfach um®.

Man definiert eine neue Funktion: F (x f f(x

= numerisch auswerten fir viele x
= Tabellen

Beispiele
1) Gamma-Funktion

T(x+)=] e'dr

fir den Fall n=x ist I (n+1)=
Die Gamma-Funktion erweitert die Fakultatsfunktion auf die positiven reellen Zahlen.

2) Fehler-Funktionen

erf (x e " dt

=L e
ist die Integration der Gaul® Normalverteilung (GroRe Bedeutung in der Statistik)

3) Elliptisches Integral

x dt
F(k; x):fo m hilft bei der Umfangsbestimmung von Ellipsen

Uneigentliche Integrale
> Integral Uber ein unbeschranktes Intervall

2> Integral Uber eine unbeschrankte Funktion

f f(x)dx= hmf f(x)dx heiRt ,uneigentliches Integral® falls dieses linear existiert.

b— o0
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f:of(x)dx oder fio f(x)dx

Beispiel
b
0 b —
[* L av=tim [ Lav=tim (-1} =tim[ZL+1)=1
1 X b—ow 1 X b— X 1 b—owo
o ] . . .
fﬁ > dx = lim arctan x "= lim arctan (b)— lim arctan(a)=2—(-Z|=m
“1+x booo booo b 2 2

ffidx:hm [In|x|]!=lim (Inb—In1)=co (existiert nicht, obwohl f (x)—0 fir x—0)
b—w b—

® X T . . . . .
fo e deg (keine elementare Stammfunktion, aber das uneigentliche Integral ist elementar)

Numerische Integration
(fir wenn man nicht elementar integrieren kann)
1) ,Késtchen Zahlen®
Zeichne die Funktion (Millimeterpapier) und bestimme die Flache durch Zahlen der Kastchen.

2) Heute: Nummerische Integration mit Rechnern

Obversumme
—

Untersumme

\

X1
» Rechteckformel mit Ober- und Untersumme

> Trapezformel mit linearen Verlauf zwischen X, und X,
> Parabelformel mit Parametrisierung von f(x) .

= Summen

Nummerische Integration liefert immer ein bestimmtes Integral (keine Stammfunktion!).

Genauigkeit liegt in Inrem Ermessen.

Ergebnis sollte sich so wenig andern, dass man es fiir zulassig halt.

Gestern

— Grundregeln der Integralrechnung

— Begriffe

- Handwerk der Infinitesimalrechnung

— Methoden zum Finden einer Stammfunktion

— Partielle Integration
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—  Substitution
— Bestimmte Integrale
— Uneigentliche Integrale (mit Unendlichkeiten)

— Nummerische Integration

Anwendungen bestimmter Integrale

Mittelung von Funktionen:

arithmetisches Mittel

(Addition von einzelnen Werten Xx; und Division durch die Anzahl der einzelnen Werte )_c:l x;)
n

analog hierzu lassen sich Mittelwerte von Summen bestimmen

f Z f(x,)Ax,
_nl—>r1: n-Ax

Pt ~fl;f2(x)dx

b
zbia-faf(x)dx

f=
b—a

mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert ,.Varianz‘

Af=\T =\ o2 T4 1) =P P

Beispiele

Harmonischer Oszillator (Federpendel)
x(t)=A-cos(wt) T:Schwingungsdauer

= X : mittlerer Aufenthaltsort der schwingenden Masse

= Ort: X:%J'Z dt A-cos(wt)=0

Potenzielle Energie

Kinetische Energie

S YA | > L el o om . Im o o7 . _mw”
T_?-[O dtamv —?jo dtzx —??A w J‘O Sim ((Ut)dt— 4 ‘A
Anmerkung:
Nebenbemerkung zu Einheiten k _
mit k=mw?, w=4— ,ist V=T
m

[ #(x)dx=ldx]=[x]=[a]=[b]
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Beispiel

lineare Massenverteilung

1 dm dm_ o (x):lineare Massendichte

o(x) =0 dv dx
= o (x)dx : Masse einer infinitesimal kleinen Stiickchen

Gesamtmasse durch Integration

szécr(x)dx

Schwerpunkt durch Integration

:éz mixiZi_[;U(x)-xdx

Tragheitsmoment
F=m-a
M=T-&

[:Z ml.xf: fj o (x)x"dx .Momente einer Funktion®

Superposition (,,Uberlagerung“) — Integralrechnung

Beispiel: (Vektorielle) Uberlagerung von Kraftfeldern von verschiedenen Ladungsquellen

= Addition der Potentiale

Coulombpotential

|

4me, r—r'

v(r)=
Wie sieht das Potential eines geladenen Stabs entlang der x-Achse aus? (y:Z:O)
Ladung auf Stab: o (x) Ladungsdichte der Lange

Xy

fldx' ox')

\/(x—x')2+y2+zz mit o Ladungsdichte pro Lénge

l”

4Tl’E

4T(’60 -

Abstand zur x -Achse
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— nicht immer einfach zu l6sen

Integral uber Vektor
Integral ist Summe

— Vektoren werden komponentenweise summiert

f dxf(x)=(ffl(x)dx;ffz(x)dx;f f3(x)dx)

Beispiel
Betrachte eine zeitabhangige Kraft
F=m-a(t)
Wie sieht die Geschwindigkeit aus?
t t il
J dtrmea(en)=[ dt m(e)
F(t')
1 ! ! ’ ! ’ ! ! !
sv(n)=v(t)+—|\[, Fylt)dt'; [ Fy(t)dr ;ftuF3(t ) dt
Kurvenintegrale

Bisher wurde in allen Beispielen liber eine Achse integriert ( x -Ache, ¢ -Achse). Doch viele Probleme in der
Physik lassen sich so nicht I6sen.

Beispiel: Lange eines Weges in 3D

Kurve c ist definiert als Schar von Ortsvektoren
d |=ds

7

Xy

2
Lange des Weges von 1 nach 2: [ :IC dS:J'l ds

Beispiel: Arbeit entlang eines Wegs im
Kraftfeld F(r)

A= drF(r)

X>
" Kann man das ausrechnen?

Nebenrechnung:

dv _d|m .,
OF())=mva=mv—="-=
v()E(c(t)=my-a=my-] dt[ﬂ]

Loodlm
L= tldtzlz\iz]:T(tz)T(tl)

= Die im System verrichtete Arbeit ergibt eine erhdhte kinetische Energie!

Anschaulich

Inhalt der Flache, die von der Funktion aufgespannt wird, dessen Werte sich aus der vom Weg- und
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Kraftvektor (Skalarprodukt) in den Punkt der betrachteten Kurve ergeben.

A A A A

Beispiel: Arbeit beim Heben eines Eimers, Tragen und wieder absetzen.
Welche Kurvenintegrale gibt es?

fc ds¢ (r) Skalar

fc dr ¢ (r) Vektor

fc ds A(r) Vektor

fc dr A(r) Skalar

fc drx A(r) Vektor

Beispiel
y+z
Kraftfeld besitzt Ortsabhangigkeit F(x, y,z)=| x+z
X+y

Welche Arbeit wird verrichtet, wenn ein Teilchen in diesem Kraftfeld von (0,0,0) nach (1,1,1) gebracht
wird?

PZ
A=w=[ drE(r)
Zunachst: Parametrisierung des Wegs (direkter Weg)
1
r(t)=t-{ 1] mit 0<r<1
1

(oder: x=t, y=t, z=t)

Nun substituieren:

1[2t !
P, e Ly e 1
p B (=], GrdE(e()=] ] 1| di=[,” (2t 2020 1= 67| =3
t
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Jetzt auf anderem Weg:

r(¢)=(7*| mit 0<r<1
t3

X=t, y=t2, z=r

dr 1
E_ 2t
3t
’. (e 1
:J'PldzE(z)Zfo 413 || 2t |dt
t+¢2] \3t°
1 1
=[P e 20+ 26 430 +3¢ ) dr=[ | (38 + 46 +5t%) dr
1 1 1
Al AL s L s =1 =3
3 4 o 5 o
Fir konservative Kraftfelder ist die Arbeit wegabhangig.
Kein Zufall!
Bemerkung:
Beispiel zum Selbststudium rot F= wegunabhéngig
3x* 42y ,wirbelfreies Feld”
E(r)= —9yz
8xz°

1) Weg ¢:(0,0,0)—(1,1,1) direkt (Ergebnis: 1)

2) Weg c:(0,0,0)—(1,0,0)—(1,1,0)—(1,1,1) (Ergebnis: 13—1)

Flachenintegrale
(Verallgemeinerung der Integralbegriffs auf ebene oder gekrimmte Flachen.)

So war es friher:

f(x
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so ist es heute:

f(x{

Unterschiede

— skalares Flachenintegral: ﬂF f(r)d U:,lzi_rﬁ ; Ao, f(E)
F: Oberflache Uber die sich das Integral erstrecken soll
f(r) : skalare Funktion
d o : skalares Flachenelement
A0, : Flachenelement i
&, : Ortsvektor 7, der an beliebiger Stelle an 0; liegt.

Vektorielles Flichenelement

- vektorielle Flachenintegrale: ﬂ'F v(r) da
Vekiorfunktion

Exkurs Koordinatensysteme

(oft sind andere als kartesische Koordinatensysteme geeignet)

Zylinderkoordinaten

Version 1.1.192
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Kugelkoordinaten

r=\/xz+yz-|-z2

[ 2 2
tanqb:—x -;y
z
2700
tan (j):i
Yy
Doppelintegrale
0 Ebene
Aoning-
X2
Xy Y2 X Y2
. fG dA—J.X‘ J'yl dx dy—fxl dx fyl dy
G A
dx . . .
Doppelintegrale (nicht rechteckig)
G ol |
e ‘
X X
‘ ‘ .
X »(x) atz von Fubini (Reihenfolge b Xp
[otCeyyaxdy=[ dv [ £l p)dy PRI [y [ (x, y)d
integriere bei festem x liber y%f(x)
Beispiel
f(x,y)=x"y
1 y(x) 1 y(x)
fgf(x,y)dxsyZIdefo f(x, y)dy=f0 dxfo f(x,y)dy

X 1 X 1 4
:J.(l) dxfo xzydy:f(l)dx(Exzyz‘LZJ';dexzxzzj‘:)dxx?:ﬁx :E

Weitere Themen:
+ Berechnung des Quadervolumens durch Integration Uber kartesische Koordinaten
¢ Berechnung des Zylindervolumens durch Integration Uber Zylinderkoordinaten

¢ Berechnung des Kugelvolumens durch Integration Uber Kugelkoordinaten

Differentialgleichungen

DGL 1. Ordnung:

y'=f(x,y)

— y(x) mit y'(x)=f(x,»(x))

[ x*+5x —6=0 = Zahl (ggf. mehrere Zahlen)]

Ldsung einer Differentialgleichung ist eine Funktion!

Beispiel: Radioaktiver Zerfall

N Teilchen zerfallen mit deiner Zerfallskonstante A .
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DGL: N=—A'N
IR0 __AN() N(r)=2

d N(t
Trennung der Variablen: ( ) =—Adt
N(7)

) dN
fN — —)\f dt' mit Beschrankung der Allgemeinheit

N
=InNJ\"==2A(1-0)
=>InN(¢)-InN,=—At

N(t) Y

Nzt - _
ﬁﬁze M = N(1)=N,e™ (radioaktive Zerfallsgesetz als Losung der Differentialgleichung)

Beispiel: Schwingungen
F=m-a F=—kx

F=mXx F=—kx
>mi=—hkx ='5c+%x=0 Differentialgleichung einer harmonischen Gleichung
" e . k
Losung: X (¢)=x,sin(w?) mit =4/ —
m

Allgemein: x(t)=x,€'“'=x,(cos(wt)—isin(wt
0 0

Aufgabe

Bestimme die Anfangsgeschwindigkeit einer Nutzlast die ins Unendliche fliegen soll und nicht zur Erde
zuruckfallt. (ohne Energiesatz)

Voo o @ vi) o -
pdr
dt
Bewegungsgleichung: iz@zaz—k
gungsg g: i dr 2
.. —k 14m
auf Erdoberflache: a=—g=—-=>k=g'r, —10 (6000km) =3,6-10
s°

e

Gesucht ist v (r)

dv_dvdr_dv _vdv_—k
av V= =—, (Variablen trennen)

dt dr dt dr dr r
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k vi ok
fvdv:f——zdrz—:_+ C
7 2 r -
aus Randbedingung des Problems
2 2
. Vo k Vo
mit: v(r |=v,>c=——-—=——9vr
( e) 0 2 re 2 g e
V(=2 +0;-2gr,
r
:>lmv2—lmv2:m_k_ 7 om
2 2 0 r g e
Ey E

pot

Wie verhalt sich die fur »r — o0 ?

[v(r—o)P=vi-2gr>0

:v0>\/2gl’€=\/2-10 ™ .6-10°m=11"" (Fluchtgeschwindigkeit)
S

S

VII Infinitesimalrechnung

Version 1.1.192
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VIII Statistik

Warum? Messungen sind die Praxis fir die Experimental-Physik (und anderen Messungen). (= in Praktika
sehr wichtig).

Messungen sind Fehlerbehaftet, immer!
Fehlerquellen:
— Ungenauigkeit Messgerat
— Trunkenheit des Experimentators
— Leitungswiderstande
— Temperatur
— Paralaxe beim Ablesen
— Nullpunkt von Messgeraten
Was ist zu tun?
— Temperaturstabilisierung
- Spiegel
— Nachmessen der Spannung
Reduktion des Fehlers mdglich, Beseitigung unmdglich!
Was mach ein(e) gute(r) Physikerin?
1) Wert ablesen und ins Protokoll eintragen.
2) Fehler abschatzen.
= mogliche Fehlerquellen
= wie grof} kdnnte der Effekt gewesen sein?
Kunst des Experimentators
= Offset korrigieren
kalibrieren
mehrfach messen

anderes Exemplar /Probe die vermeintlich gleich ist

v ¥V vy

Temperatur variieren und Einfluss messen und gegebenfalls korrigieren

Messung

— Entwicklung der Messmethode
—  Durchfihrung der Messung
— Bestimmen des statistischen Fehlers

— Bestimmen systematischen Fehlers

Systematische Fehler

(alle anderen Effekte als die aus den statistischen Fehlern verursacht durch das Messsystem selbst)
— Misskalibration

— Nullpunktverschiebung (Offsets)

Bestimmung von Systematischen Fehlern ist unter Umstanden schwierig. Es gibt kein allgemein guiltiges
Verfahren. Es spielt eine Rolle:

- Erfahrung

— (Abschatzungen mit Verstand)
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— unvoreingenommener Blick auf die Messwerte!

Statistische Fehler

(zufallige Streuung der Messergebnisse / Messwerte)

— Schwankung im Netzgerat

— Messgenauigkeit (Mechanik des Zeigers, bei digitalen Geraten in der Elektronik)
— Kontakt der Messspitzen

Nur dieser Fehler wird in der Vorlesung behandelt.

Definition & Begriffe Im Praktikumsbericht einen
Systematischen Fehler erwédhnen.

,,Mittelwert‘

bei Mehrfachmessungen gilt der Mittelwert als ,Resultat*

N Messungen: x; i=12,....N

,arithmetisches Mittel“

1 N
xzﬁl; X;

X; 0,246 0,249 0,248 0,253 0,249

:>X=%(O,246...A)= 0,249 4

»trunicated mean*

Messwerte werden rausgeschmissen. Zum Beispiel Overflow.

- 1 1
Xmmczﬁ Z x,:g Z x,=0,2487 4 (Man verwirft die y% gréten und kleinsten Messungen)
ieM 23.5

»geometrisches Mittel“
Bakterien:

— Zeitraum 1: Verdoppelung
— Zeitraum 2 Verachtfachung

= mittlere Vervielfachung ist 4 und nicht 5 wie beim arithmetischen Mittel.

xgeo_ H X;
i=1

,harmonisches Mittel“

Beispiel: Autofahrt

1h mit 50%’" und 1h mit 100%’" =150 km in 2 h
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km km km
50— +100— |=75—
=Y 2( h h ) h
100 km mit 50 X7 200 & L
= 200/&m in 3h :T;:TTm_66 67’”
1
_ N-1 | Xy
Xharm — 1 1 1 :X - W
—4—+.—  hm
X X Xy
Streuung

Wie viel weicht eine ,typische” (Einzel-)Messung vom Mittelwert ab?

Abweichung vom Messwert: X —X;

%i_o (x—x,)=7

Beispiel: %(0,003 +0+0,001-0,004+0)=0

)_c—x:O

1

allgemein:

T Mz

1
N;

anschaulich klar: positive und negative Abweichungen kompensieren sich

1 N
Varianz: J £— X —
ianz N I:Z] (x

| -

N 1 N )_CZN
x—2xi)_c+x J=— > x’ 2 Zx+ﬁ21 R S SEE . o

i=1 i=1

y—L
N =
Beispiel: (0 003%+0,001°+

S =

,004%)4>=52-10"° 4

o= 10=

— Standardabweichung o7’
Beispiel 0:2’3.10—314
= Messresultat: (0,249+0,002) 4

Korrelation
Sind die Messwerte unabhangig voneinander?
Hoher Messwert von U — hoher Wert von 1?

allgemein: Messungen mussen nicht unabhangig voneinander sein: ,Korrelationen®

Kovarianz

(hat was mit Varianz zu tun)
N

_1 - 5
cor(x,y)—ﬁl; (x,—x)(y;—¥)

1. Messung: Werte x; i=1,..., N
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2. Messung: Werte y; i=1,..., N
cor(x,y)=Xxy—-X7y
(unkorrellierte Messungen: cor(x, y)=0)

p(x,y):M —1<p=<1, p=0 unkorrelliert, p=1 vollstandig korrelliert

oXoy

Estimatoren
Resultat der Messung R=E(x,)

E ist die Prozedur, die sie auf die Messwerte loslassen. ,Estimator” / ,Abschatzung®

Beispiel: alle Mittelwerte von oben sind Estimatoren
__ 1
X=—) X,

N Z 1

= Erwartungswert E(x,)=1lim E(x,) gh. das Resultat hat beliebig viele Messungen

N >

Eigenschaften
- BIAS
Estimator muss so gewahlt werden, dass er ,ungebiased” ist.
— Konsistenz
- Effizienz

Literaturverweil®: R. J. Barlow: Statistics

Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

welchen Wert (t rue)
Prob | x | X,

gegeben unter Vorraussetzung

1

0,9

0,8

Prob(x)

0,7

06 / ;

y

0,5

0,4

03 ' '

02 N

0,1

0

K ¥ O O N~ — ©
o TN e~ 0
T - - - o o

b (e
Haufig Gaul3verteilung, aber nicht immer.

Wahrscheinlichkeitsverteilung: bestimmte Integrale von Prob (nur diese sind durch Messungen zuganglich).
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Beispiel
Wie wahrscheinlich ist es, dass linker Kommilitore ist exakt 1,7500000000000m grof3 ist?
= Wabhrscheinlichkeit: 0

1,75<Kommilitore<1,76= Wahrscheinlichkeit: endlich

Beispiel

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie einen Strom 1,=0,254 messen?

f:m Prob(I’|1,)dI’

Problem: I, ist unbekannt!

Als Naherung benutzt man meistens E (/,) statt /,.

Normiert: szSA Prob(x !

xt)dx’ZI

Erwartungswert: )%Zf X, ’Prob(x '

x,)dx’

A) Diskrete Versuche, diskreter Ausgang

Beispiel
Minzwurf, 4 mal. Wie oft kommt ,Kopf“?
0-mal: 2227 (0,5)" L
' ’ 16
3 4
1-mal: KZZZ+ZKZZ+ZZ2KZ+ZZZK 4-(0,5)-0,5 E
6
2-mal: —
ma 16
3-mal: i
: 16
4-mal: KKKK L
: 16
16
16
Prob,
(@]
1) (@)
1) @]

# Kopf
4 12 12 4

Version 1.1.192

4
Erfahrungswert: 71, = Z nProb,=0+—+—+—+—=2 (muss keine natiirliche Zahl sein)

=~ 16 16 16 16
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allgemein
N Versuche
n Erfolge (# Kopf)

p Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelfall

— Anzahl der Kombinationen fur n Erfolge ,Binominialkoeffizient*

n!'(N—-n)!
Einzelwahrscheinlichkeit: (PErfolg)n’ (pnichtErfolg)N_n: p"(1- P)N_n
. . . . _.n N-—n N! . .. .
= Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung: Prob,=p"(1—p) m ,Binominialverteilung*

Beispiel
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafir bei 12 Wiirfel Wiirfen n-mal einen 6er zu wiirfeln?

Erwartungswert: 7=N"-p
Varianz: V,=N"p-(1—p)= Standardabweichung: =+ N-p-(1— p)

B) kontinuierliche Versuche, diskreter Ausgang

Beispiel

Bei einem Geigerzahler treffen die Ereignisse in beliebigen kontinuierlichen Zeitpunkten ein. (sinnlos Uber
Misserfolg zu reden)

Im Mittel werden A Ereignisse pro Sekunde gemessen. = Unterteile Sekunde in N Intervalle.

Nachweiswahrscheinlichkeit pro Intervall:

p==
N
(N so groR, dass nie mehr als 1 Ereignis in 1 Intervall fallt)
n N-n '
= Prob, = AL 1—A S\ L ,Binominal Verteilung*
N N n!(N—n)!

Ubergang zur kontinuierlichen Verteilung N — oo

lim = lim (N (N =1)(N=2)(N=3)...(N =n+1)|=N" 5

- — 00 - ! —00 S —_—
N (N I’l) N nFaktoren
N-—n N
= dim (1= =hm [1-2) = e
N-ow N N> N
. R\n —A n - ef)"?\ . .
Prob(n)=lim Probnzﬁe -N"-n! = =Prob(n) ,Poissonverteilung*
N — o n:
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NIl M
A)=A\*n)/n!|
Normierung
0 0 —Ayn
e A —A A
D Prob(n)=), =e "e'=1
— — n!
n=0 n=0
Erwartungswert:

C) Kontinuierliche Versuche, kontinuierlicher Ausgang

Satz: n=A+ x flrgroRe A, x : kontinuierlich

—A 4N
e

n.

=lne *+InA"—lnn!'=—A+nInA— Inn!

——
Sterlingsche Formel

forme um: InProb(n)=In

fur grof3e n
..N—)\+n-ln/\—(n-lnn—n+lnv2nn)
==A+ (A4 x) InA—(A+x)In(A+x)+HA+x)—InvV2 (A +x)

A-(l-i—%) x—In V2 (A +x)

..:(A+x)1n;\—(z\+x)1nz\—(;\+x)1n(1+§)+x—1nJzn(z\ﬂ)

..=(A+x)InA—=(A+x)In

2

+... Reihenentwicklung von In x .

x| x 1
XA ln(1+x)~x—§

>N|><

2

x 1x _ 1x° x* x
...~—(2\+x) X—EP +x—lnv2nA——x+ET—T+?+x—ln\/2Tr —
=0
1 x—z—ln V2ma 7lx—2 1 7%’({

_ _—Inv2ma 2 A
=e e

= Prob(n)" goh 24

Ersetze: A=¢?, x=x'—X

VIl Statistik
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—(x'—x)
= Prob(x')= _1 e 29 ,Gaussverteilung”

210

Zentraler Grenzwertsatz

N Messungen mit Erwartungswert W, , Varianzen V,
IIEEDIN
i) V(x)=D). V=Y o}

iii) x hat eine gauRférmige Wahrscheinlichkeitsdichte fiir grole N

Uberraschend ist iii): N beliebige Startverteilung = gauftférmige Summe

Anwendung: Eine Messung mit N statistischer Einfliisse, so ergbit sich eine gaul3formige
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (falls N groR3).

Achtung, Ausnahme: Messung wird duch einen Einfluy dominiert (— N wird klein).

Vertrauensintervalle
(wo liegt mein Messwert?)

Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert in [X—o ; bar x + o | liegt.

1(x'—x)

X+o 1 ) 3
P=| ——e T dx!
fx*” \/2TI'O'2

Substituieren

y=x'-X
du=dx'

—14’
a 1 5 2
= ——e " " dv
‘[“’ 2o

Substituieren

u
V=—
o
dvzﬂ
o
__:\/%f—1‘e7dv:Erf(1)—Erf(—1)=0,6827
T

Mit 68% Wahrscheinlichkeit liegt der Messwert richtig.

Fehlerrechnung

A) Wiederhole Messungen

N
)_C:i Z x, arithmetisches Mittel ist geeigneter Estimator
i=1

1 2
V:FZ ViN" N?, weil V, quadratisch ist.
Alle Messungen haben den gleichen Fehler V,=a7, .
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N° N> N * N
Merksatz firs Praktikum: ,Nur durch quadratische Erh6hung des Stumpfsinns erreicht man eine lineare
Verbesserung des Resultats.”

O i : Fehler der Einzelmessung

o
O':——E Fehler des Mittelwerts
VN

B) Gewichteter Mittelwert

Notig bei Kombination von Messungen mit unterschiedlicher Genauigkeit.
Beispiele

U,=123V 0,=0,04V

U,=1,20V 0,=0,02V

0, entspricht 4 Messungen mit der Genauigkeit von 0,

:UZ%I,Z?: V+%1,20 V=1,206V

allgemein:
X 1
> V=<~
x= O-ll , z 1
2 =
o

C) Fehlerfortpflanzung
Messwerte liefern nicht immer direkt das Resultat. Es wird aus diesen berechnet.

aligemein: y=f(x,), y=f(x)
m):(%] ) v(x)

ot
:>O'y— a—x :70')6

D) Erweiterung auf mehr Variablen
y=f(a,b,c,...)
speziel: y=f(a,b) (a,b unkorrelliert)

of a:a)zV(e)Jr(ﬂ

02e b=b

b=b ob a:a) VipI2o, =)

=v<y>=(
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