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Vorlesung 1 - 05.09.2001

Aufgabe 1 Man beweise z.B. mit Hilfe der vollstéandigen Induktion

~ 1
>k = (3 +(2n - 1)3”“) fir n € N
k=1
Beweis: .
> k3t =3
k=1
und ) 1
— 2n — 1 ’I’L+1) = — =
4(3+(n j3rt)| = 5B+9)=3
v/ (wahr)
M aus N sei die Menge, fiir die die Behauptung gilt = 1 € M
Sei n € M. Dann gilt:
n+1
> k3 = Zk:%" (n+1)3"H
k=1
1 n+1 n+1
- i(3+(2n—1)3 ) +(n+1)3
nach Annahme
1
= 4(3+ (2n—1) +4(n+1))3"+1>
1 n+1
= 4 (3+ (6n+3)3"+7)
1 n+2
= ;(3+C@n+13™?)
= n+ 1 € M = Behauptung
Aufgabe 2 Man beweise mit vollstdndiger Induktion
Tk -1 2n?
_zn tntl fir n > 2
EB+1 3 nn+1)
k=2
Beweis:
n=2:
k3 —1 _8-1 Z
= B+l 8+1 9
und
20 4n+l 2 7 7
3nn+1) ln=2 3 6 9
v/ (wahr)

M C N\ {1} sei die Menge, fiir die die Behauptung gilt = 2 € M



Mathe Repetitorium fiir Elektrotechniker SS01

Sei n € M. Dann gilt:
k3 — 1 (n+1)3 -1

n+1 3
k —1_H
k1 Bl (n+1)3+1

nd+3n24+3n+1-1

2n?+n+1
= — *
3 n(n+1) n3 4 3n2 4 3n+2
nach Annahme
2n?+n+1 n® +3n+3
= — *
3 n+1 n+2)(n2+n+1)
da (n®+3n2+3n+2):(n+2)=n2+n+1
n?+3n +2
—(n® +2n)
n-+2
2(n+1)?+(n+1)+1
_ 2 =n+leM = Behauptun
3 (n+1)(n+2) prime

1)Re z < 1 beschrieben

Aufgabe 3 Man bestimme die Menge M aller z € C die durch 0 < z(i

wird, und skizziere sie.

Es gilt: z = + 1y
1 1
—i|-—=)Rez = 1 L2
z z |22 z[?
- ixlz2+(:;2ﬂy)x da [2[* = 2 %2 = 2° + ¢
—2i%y 2y
= xTr =
1’2+y2 $2+y2
d.h.
2
O<&<l(:>0<2xy<x2+y da 22 +9% >0
z? +y?
20y = (x —y)? >0, dh. z#y

1. 4+ 3. Quadrant und == +y

<= zy >0, d.h.
:>M:{z:z+iy’xy>0undz7éy}
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1y

‘ ohne Réander

Aufgabe 4 Man bestimme die Menge M aller z € C, die durch
1

V2

lz—i+1]>]z4+i—1] > —=]z — 2 + 24|

beschrieben wird, und skizziere sie.
z=x+1y:
Slz—itl>z+i-1<=z—i+1?>>|z+i—1?
2242z4+1  yP-2y+1 2?2241 Y +2y+1

—_——
S@E+1)’+y—-1)72> (@ - 1>+ (y+1)°
2 —2y > -2+ 2y
Sdr>dys >y
und
\z—|—i—1|>%|z—2+2i|®\z+i—1|2>%|z—2+2i\2
S@-12+@w+1)?>3((z-2)2+ (y+2)?)
Sa?—204+1+y +2y+1> L@ +dr+4+ 92 +4y +4)
@%x2+%y2>2®x2+y2>4

:>M:{z:x+iy)x>yundx2+y2>4}

1y

/

ohne Rander
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Kreisgleichung: (z — z0)? + (y — y0)? = 22

|z — 20| = 20 = o + Yo

4
Aufgabe 5 Man bestimme den Lotfulpunkt des Punktes P : p'= —6 | beziiglich der Ebene

13

FE :x —2y+4z=>5 und den Abstand des Punktes P von F.

Es gilt:

<Z,1>=d ist Hessische Normalform von E
mit 7 L E, |ii] = 1
|d| = Abstand von E zum Nullpunkt

= Gerade g durch P | E:

4 1
i=| -6 |+t| -2 |, teRr
13 4

Schnittpunkt mit F, d.h. g in E einsetzen

r—2y+4y*=5
= (441) —2(—6—20) +4(13 +4t) =5

dh. 21t=-63, t=-3

4 -3 1
=>r=| -6 |+ 6 =11 0
13 —12 1
1
= Lotfufipunkt #(—-3) = [ 0
1
= Abstand P von E:
1 4
[Z(=3)—pl=|[ O | -| —6
1 13
-3
= 6 =9+ 36+ 144 = V189 = 3v21
—12
1
Aufgabe 6 Man bestimme den Lotfulpunkt des Punktes P : p= | —3 | beziiglich der Geraden
7
—6 -1
g:T= 8 +t 3 , t € R, und den Abstand des Punktes P von der Geraden g.
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Es gilt:

Bedingung fiir Lotfufipunkt

-6 -1 1 1 |
= <| 8 |+t 3 |- =3, 3 |> =o0
1 2 7 2

dh. (=6—t—1)(-1)+ (8+3t+3)3+(1+2t-7)2=0
= 14t+28 =0, d.h. t = -2

—4
= Lotfuipunkt #(—2) = 2
-3
= Abstand P von g:
—4 1 -5
Z(-2)-pi=|| 2 |- -3 ||= 5 = V150
-3 7 -10

Aufgabe 7 Man berechne die Hessische Normalform, Schnittgrade und Schnittwinkel der beiden
Ebenen, gegeben jeweils durch 3 Punkte:

2 0 -1
Ei: P:pr = 1 sy Pyipp =1 3 |, P3:p3= 0
—1 1 2
2 4 1
Ey: Py:pa=| 5 |, B:ps=| 3 |, Ps:D6= 6
0 1 —1

Parameterdarstellung der beiden Ebenen:

2 -2 -3
E1Zf=ﬁ1+5(ﬁg—ﬁ1)+t(ﬁ3—ﬁl): 1 + s 2 +t —1 mit s, t e R
-1 2 3
2 2 -1
Es:Z=1| 5 | +u| -2 | +v 1 mit u, v € R
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Normalvektoren:

. —2 -3 8 1 1

= 2 X -1 = 0 =M= — 0
2 3 8 V2 \

. 2 -1 1 1 1

Tlg = —2 X 1 = 1 = flg = — 1
1 -1 0 V2 0

Hessische Normalform:
<@ ii>=d = d={Z,7}, |d = Abstand von Ezu (0  d.h.

2 1
1 1
dy =< 1 , —— 0 >= —
1 V2 V2
2 1
1 7
dy =< 5 , —= 1 >= —
(0 2 0) V2
T
=1 vy |, d.h
z
T z 1
Bl :i—+—=—
V2TV VR
x Y 7
FEy: —+ 2= —
V2 V22

Schnittgerade: 16se lineares Gleichungssystem

x+z=1|(-1)
r+y="7[/

setze z=t=>y=2+6=6+tundx=1—-—2=1—-¢, dh

=y—2z2=6

1—t 1 -1
i=| 6+t =6 |+t 1 |, teR
t 0 1

Schnittwinkel:

<Tiy, To>= |[f1| * |fl2| % cosa = cos



8 (©2001 by Daniel.Steinberger@gmx.de URL: http://frozenfire.dnsalias.net/NEMESIS/Uni/

Definition:

Die Vektoren a, 5, ¢ € R? bilden eine Basis des R?

— a, 5, ¢ sind linear unabhéngig

<= Gleichungssystem c1a + cob+ ¢3¢ =0 hat nur die triviale Losung
— det(a@, b, @) #0

<= jeder Vektor ¥ € R? hat eindeutige Darstellung

f: 6164’ Cgb+635

beziiglich der Basis B = {@, b, &}

¢
Op(Z) ;= | c2 | heiBt Koordinatendarstellung von # beziiglich der Basis B.
C3

Aufgabe 8 Man untersuche, fiir welche A € R die Vektoren

A B 2 1
a=|( -11,b=| 2 |,c=1] 2
2 A A
eine Basis des R? bilden, und berrechne gegebenenfalls die Koordinatendarstellung von & =
1
0 | beziiglich B = {a, b, &}
0

lose dazu simultan:

1@+ cb+c@=0|7 d.h.

A 2 1 01 | + A * [2.Spalte]
- -1 2 2 00

2 A A 0|0 | + 2 * [2.Spalte]

2422 22+1(0]1 | — 25 « [2.Spalte] mit A # —4
— A4+4 A+4 (0|0
-1 01
= homogenes Gleichungssystem besitzt nicht-triviale Losung fiir A = —4

dh. B ={a, b, & bildet fiir A # —4 eine Basis des R3
(Berechnung von det(@, b, &) héherer Rechenaufwand)

Fiir A # —4 gilt:
= —c3 =1, d.h.c3=-1
=ca+ce3=0,dh.co=—-c3=1
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= —¢1+2c2+2c3=0,dh.¢; =2(ca+¢3)=0

0
=Op@) = 1 |firr£—4
-1

Definition:

rgA := Rang der Matrix A
:= Anzahl der linear unabhiingigen Zeilen (oder Spalten) von A

Aufgabe 9 Bestimme fiir n > 2 den Rang der (n+1, n)-Matrix

1 1+2 1+2 1421
3 341 342 ... 34zt
a-| 5 51 5+2 ... ozt
2n+1 2n+141 2n41+42 ..o 2p414 2L
1 1+1 142 1421
2 2 2
N
2 2 2 2
1 1++ 142 14 22
2 2 2 2
.

=rgA =2 fiir n > 2
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Vorlesung 2 - 06.09.2001

Definition:

1. V,W seinen Vektorrdume iiber K (R oder C). Dann heifit Abbildung F' : V' — W linear,
falls

F(MU+ Ao¥) = M F (@) + Ao F(7)
fir Ay, do € K und w,v € V.

2. KernF:{ﬂ'EV\F(ﬁ):()}
3. Bild F={weW |&=F(u),icV}

Dimensionssitze:

V, W seien endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K

1. Uy, U, seinen Vektorrdume von V. Dann gilt
dim(U; + Uz) = dim Uy 4+ dim Uy — dim(U; N Us)
2. F:V — W sei linear. Dann gilt:
dimV = dim(Kern F) + (dim(Bild F)

Aufgabe 10 Man bestimme zu der linearen Abbildung F' : R* — R? mit

-1 5 1 2
F(Z) = 2 1 -1 1 |Z firZeR?
-7 13 5 4
die Mengen Kern F und Bild F mit Basisangabe
Es gilt:
Kern F : F(%) = AZ, d.h. lose AT =0
GaufBverfahren
— -1 5 1 210
2 1 -1 110 | + 2 * [1.Spalte]
-7 13 5 410 | — 7 * [1.Spalte]
— 11 1 510
-22 -2 -10|0 | + 2 * [1.Spalte]
— 00

= [Rang] rgA =2
d.h. AZ = 0 hat n —rgA = 4 — 2 = 2 linear unabhiingige Losungen
Wihle z9 = s, 14 =t — x3 = —1lxg —5x4 = —115 — 5t und

r1 = 5562 + 23 +2$4
= bs+(—11s—5t)+2t
= —6s—3t
—6 -3
S 1 .
r=s| _| +1 5 mits, t € R

0 1
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ist Gesammtheit aller Losungen von AZ = 0

—6 -3
1 0 C e 1 o .
= Kern F' =/ < 1 ] os ) wobei £ die Linearkombination meint
0 1

Basis von KernF

Wegen
dim(Bild F) = dimR* — dim(Kern F)
=4-2=2
folgt:
—1 5 1 2
BildF:Z( o | 1 || =1 ].[1 )
-7 13 ) 4
[da dim(Bild F) = 2, kann man sich 2 aussuchen, z.B.]
—1 5
- €( 2 |, 1 )
-7 13
oder:

Bild F: A durch Spaltenoperationen auf Halbdiagonalenform bringen

1 5 1 2 1 0 0 0 1 00 0
29 1 -1 1 — 2 11 1 5 — 2 1200
7 13 5 4 7 22 2 10 7 2.0 0
1 0
:>BildF:£( 2 |, 1 )
-7 9

Aufgabe 11 Man bestimme die Werte von A, 4 € R, fiir die das Gleichungssystem

2r1 —To+x3 = W
31 —3x0+Axg = 4
—x1 +2£L'2 — T3 = 1

eindeutig 16sbar, mehrdeutig 16sbar bzw. nicht 16sbar ist. Im Falle der mehrdeutigen Losbar-
keit gebe man die Losungsgesammtheit in Vektorform an.

Gauf3-Verfahren

Gleichungssystem durch elementare Zeilenoperationen auf Halbdiagonalensystem bringen.

2 -1 1 w | + 2 * [3.Spalte]
3 -3 A 4 | + 3 * [3.Spalte]
— -1 2 -1 1
— 3 -1 o+ 2
3 A-3 7 | — 1 % [1.Spalte]
— A—2|5— w

Fallunterscheidung;:

1. Fall: Fiir A # 2 ist das System eindeutig losbar

2. Fall: Fiir A = 2, p =5 ist das System mehrdeutig losbar
3. Fall: Fiir A =2, p # 5 ist das System nicht l6sbar
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mehrdeutige Losung (A =2, u=5):

-1 2 111
3 —1|7
0|0

= Wahle 25 =t
=>x3=3x2—7=3t—7
und 1 =2x9 — 23— 1=2t—3t+7—1=—t+6

= Losungsgesammtheit in Vektorform:
—t+4+6 6 -1

t = 0 +t 1
3t—7 —7 3

= teR

= Tsp + Tn ()

P
Zsp ist spezielle Losung von A% = b und Zp(t) ist die allgemeine Losung von AZ = 0

Aufgabe 12 Man untersuche, fiir welche y1, y2, y3 € R das System

—x1+ 22+ 323 =11
2171 +21‘2+4I3 — T4 = Y2
=Ty — @2+ w3+ 204 = Y3

16sbar ist, bestimme den Rang der Koeffizientenmatrix und berechne im Fall der Losbarkeit
die Losungsgesammtheit.

Ferner gebe man eine Basis der allgemeinen Losung des homogenen Gleichungssystems an.

Es gilt (GauB-Verfahren)

— -1 1 3 0 Y1
2 2 4 -1 Y2 | + 2 * [1.Spalte]
-7 -1 1 2 Y3 | — 7 [1.Spalte]

— 4 10 -1 291 + Yo
-8 —20 2 ys — Ty | + 2 [1.Spalte]

- 0| ys — 3y1 + 2y2

= rgA = 2 und System AZ = b ist 1osbar <= rgA = rg(A, b)
= Gleichungssystem losbar <= y3 — 3y; + 2y, =0
Sei y3 = 3y; — 2y2 = n —rgA =4 — 2 = 2 frei wihlbare Parameter
Wihle z.B. o =t, 23 =5
= x4 =429 + 1023 — 2y — yo = 4t 4+ 10s — 2y; — Yo
T =22+ 32—y =1t+3s— 1

= Losungsgesammtheit in Vektorform

—Y1 3 1
L 0 0 1 .
T = 0 + s 1 +t 0 mit s,t € R
—2y1 — Y2 10 4
Tsp Ty(t,s) allgLsgv. AT =0
3 1
~ 0 o 1 . . o
dh. d= 1 ,b= 0 bilden Basis von & (t, s)
4
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inverse Matrix
A sei (n,n)-Matrix: A~! existiert <= det A # 0

Aufgabe 13 Man untersuche, fiir welche A € R die zu der Matrix

1 1 0
A=10 2 -2
A1l oA

inverse Matrix A~! existiert, und berechne diese ggf.

Gauf3-Verfahren

Bringe Ansatz A|E durch elementare Zeilenoperationen auf die Form E|A~!

- 1 1 0] 1 0 0
0 2 =2/ 0 10
A1 A 0 0 1 | — X * [1.Spalte]
1 1 0 1 0 0
0 2 =2/ 0 1 0
0 1—-X X | -x 0 1 |27 « [2.Spalte]
1 1 o0 1 0 0
0o 2 =21 0 1 0 | + 2  [3.Spalte]
0 0 1] =x 21
1 1 0 1 0 0 | — 3 * [2.Spalte]
0 2 0] -2x X 2
0 0 1] =x 21 7
1 0 0 |1+x -5 -1
0 2 0] -2x X 2 EX
0 0 1] —-x 22 1
1 0 0 |1+x -3 -1
0o 1 0] -x 3 1
0 0 1] -x 22 1

= A~ existiert fiir alle A € R mit

alternativ: Berechnung iiber Co-Faktoren [nur fiir 3x 3-Matrizen geeignet]

1 o \T
—1: _1z+3 Az,j
detA<( )" det 4°7)
Es gilt:
— 11 1 0
det A = 0 2 —2[=2XA+2-(2\)=2#0 fir A e R
A1 A

= A~! existiert fiir alle A € R
22+2 2\ =2\

(detA”): _)\2 _12 1;)\
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(242 ox =2
= ((—1)1+J det Am) | —2x A 2
oA A—1 2

2A+2 -\ =2
= A= 3 —2) A 2
2\ A—1 2

Aufgabe 14 Berechne den Wert der n-reihigen Determinante

1+a® a 0
D,=| ¢ R d.h. Tridiagonaldeterminante
A a
0 a 1+a®|«
Es gilt:
0
D,=04a®)*D,_1 —ax Dy :
0
0 0 a a
=(1—a*)Dp_1 —a*Dy_ Rekursionsformel
Ferner gilt:
D1 = 1 —|— CL2
1+ a? a 212 9
Dy = u 14 a2 =1+a*)—a
=1+a’+a*
— | 1+ a? a 0
D3 = a 1+a? a
0 a 1+ a?
= (14 a?)Dy — a*(1 + a?)
= (14 a*)(1+ a® +a* — a?)
= (1+a®)(1+a%)
=1+a’+a*+af
Behauptung;:
D, = a’k firneN
k=0
Beweis:

M C N sei die Menge, fiir die die Behauptung gilt
=1,2,(3) e M

Sei n,n —1 € M. Dann gilt:

nach Rekursionsformel:

Dpy1 = (1+4+a*)D, —a*D,_,
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nach Annahme:

n n—1
_ (1+a2)za2k_a2za2k
k=0 k=0
n n n—1
:ZanJrazza%faQZa%
k=0 k=0 k=0
n n
— a2k: + (l2 % a2n _ ZQQk 4 a2(n+1)
k=0 k=0
n+1
= a®* = n 41 € M = Behauptung
k=0

Aufgabe 15 Berrechne den Wert der n-reihigen Determinante

an, 0 b, #(—22) zu n-ter Spalte addieren

D, = ) .
0 as  bo * (—¢2) zu n-ter Spalte addieren
Cp, Cy Qi

Fira; #0, 2<i<n, gilt:

a, 0 b,
. . . " bici
D, = ’ : mit x = a; — Z
0 as by i—2 a;
0 0 =z

n
a;
1=2 v

n n
bic;
:Hak*x:Hak* a; — E
k=2 k=2 i
- bic;
n n H a;
k=2 "
L = > biei v =2
‘ %)
k=1 =1

n n n
:Hak—g bici*Hak
k=1 i=1 k=2

ki

Stetigkeit = auch giiltig fiir ar = 0 mit k € {2...n}

15



16

(©2001 by Daniel.Steinberger@gmx.de URL: http://frozenfire.dnsalias.net/NEMESIS/Uni/

Definition:

A sel nxn-Matrix

1. Dann heift & # 0 Eigenvektor zum Eigenwert x, falls AZ = \o@ gilt.

2. Eigenraum F(A4, \) := {f ER"| (A-NE)T = (_)'}

3. P4()) :=det(A — AE) heifit charakteristisches Polynom von A

Satz

Satz

m

. Esgilt P4a(A) = (=1)™ | [ (A= Xi)*, wobei \; Eigenwert der algebraischen Vielfachheit,

i=1
wiist firi=1...m

. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig

. A sei reell-symetrische nxn-Matrix.

Dann sind alle EW von A reell und es existiert ein ONS {Z...Z,} von Eigenvektoren
von A [ONS - Ortogonalsystem?]

. A sel reelle nxn-Matrix.

Ist \; € C\ R EW von A der algebraischen Vielfachheit j; und #; Eigenvektor von A
zum EW \;, dann ist A; ebenfalls EW von A der allgebraischen Vielfachheit p; und ;
Eigenvektor von A zum EW A,



Mathe Repetitorium fiir Elektrotechniker SS01 17

Vorlesung 3 - 07.09.2001

Aufgabe 16 Man berechne alle EW einschlielich ihrer algebraischen Vielfachheiten und alle
zugehorigen Eigenrdume der Matrix

3
A= 1
0
Eigenwerte:
3—Xx -1 1

det(A — \E) = 1 1—X 1
— 0 0 2—A

=2-NM(@B-N1-X)+1)
=(2=AN(A\—4)+4)

=@2-N)(A-2)
=—-(A=2)3
>M=2 =3
Eigenraum:
(A= M\E)Z =0 zu lésen
1 -1 0 0|«
1 =1 1 0]]|—1=x][l.Spalte]
0 0 0 O
0 0]

=rgA =1, dh.n—rgA=3—1= 2 linear unabhéngige Losungen
Wiéhle z.B. 29 = s, 3 =1

=x=29—x3=5—1t, d.h.

1 -1
Z=s| 1 | +t| O mit(s,t) # (0,0)
0 1
1 -1
ist Gesammtheit aller Eigenvektoren zu \y =2 = E(A,2) = E( 1], 0 )
0 1

Aufgabe 17 Man berechne fiir n € N alle EW einschlieflich ihrer algebraischen Vielfachheiten
und alle zugehorigen Eigenrdume der Matrix

n 2 0 0
0 n O 0
A= 00 2n 1
0 0 -1 2n
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Eigenwerte:

Blockstruktur

det(A — AE) =

o o|lo |
o
[N}
S
|
>

=(n-X%%(2n-N?+1)

= )\ =n, Ml:?und)\z,;;:?nii,/&,i%:l

Eigenrdume:
(A—NE)Z=0
)\1 =n
0 2 0 0|0 =z2=0
00 0 010
0 0 n 1[0 |+nx*[4.Spalte] = (n>+1)zy=0dh. 24=0=23=0
0 0 -1 n|0

Nullspalte = z; beliebig, d.h.

1
=t 8 ,t#£0 Gesammtheit aller Eigenvektoren zu A\ = n
0
1
0
= E(A,n) = e( 0 )
0
)\2 = 21’1 —|—1 :
(—n—1i)xy +220 = 0
(—n—i)zg = 0 =a9=21=0
—iz3+x4 = 0 WiahlezB.xy =1
—x3—1txy = 0 =ax3=1
d.h.
0
To=s (1) , 8§ #0, Gesammtheit aller Eigenvektoren zu Ao = 2n + 1
i

A3 =2n — 1: A reell, A3 = Ao

, 7 # 0 Eigenvektoren zu A3
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E(A,2n+1) :£< )und

S = OO

—_ o O
~—

E(A,2n — 1) :z(

Jordansche Normalform

A sei nxn-Matrix, P4(A) = (=1)" | [ (A = X))
i=1
Definition:

1. Kern (A — N\;E)* heifit verallgemeinerter Eigenraum von A zum EW X\;(i=1...

2. dimKern (A — ME) = dim E(A, \;) heifit geometrische Vielfachheit der EW )\,

Satz ) sei EW von A der algebraischen Vielfachheit p. Mit K; := Kern (4 — \;E)? gilt:

Ky CKyC---CK,=Kern (A— X)"
und

dim K, =

Fall 1: Alle Inklusionen sind echt. Dann gilt
dmK;=jfirj=1...u
Dann existiert eine Kette von Hauptvektoren zu EW \q:
Es existiert v, € K, \ K,—; und es ist

U= (A= XE)Ujp1furj=p—1,p—2,...,1
Fall 2: Es existiert ein » < g mit
KiCcK;Cc---CK,=K,j1=...=K,
mit dim K7 < dim K5 < ... < dim K,

Dann existieren s linear unabhéingige Vektoren

dV i e Ko\ Kooy

r)

Jeder dieser Vektoren #; ' liefert eine Kette von Hauptvektoren mit

171(]) = (A—)\()E)’l_)'z(]—"_l) fuI‘j =7r— 1ar_27"'71

19

Dabei ist r x s < p. Fiir r * s < p existiert ein Index j < 7, wobei in K; es weitere
Hauptvektoren gibt, linear unabhéngig zu den vorherigen Ketten. Diese erzeugen neue

Ketten (geringerer Linge) von Hauptvektoren, u.s.w.

Zu jeder solchen Kette von Hauptvektoren der Lange j gehort ein jxj-Jordanblock von

der Form
Ao 1 0
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Satz Zu jeder nxn-Matrix A existiert eine invertierbare Matrix S aus Hauptvektoren, so daf3

STlAS =J Jordan-Matrix ist

J setzt sich aus Jordanblocken zusammen.

J1 0
J2
J =
0 I
jeder Jordanblock hat die Form
A1 0
0 A

bzw. (\;), falls die zugehorige Kette von Hauptvektoren nur aus einem Eigenvektor besteht

Ketten:

gD e e =1
=@, .ot @D ek )

Jordan’sche Normalform
A: Anzahl der Jordanblocke

= Anzahl der Ketten von Hauptvektoren
= Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren von A
= Summe der geometrischen Vielfachheiten der EW von A

Aufgabe 18 Es sei

Man berechne zu A

1. alle EW mit ihren algebraischen Vielfachheiten und zugehérigen Eigenrdumen
2. eine invertierbare Matrix S aus Hauptvektoren (verallgemeinerte Eigenvektoren) und
eine Jordan-Matrix J, so da3 S™'AS = J ist.
Losung:

1 -1
1. siehe Aufgabe 16, d.h. \y =2, yu; =3 und E(4,2) = E( 1], 0 )
0 1
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2. dimFE(A,2) = 2 < 3 = 3 = 1 Hauptvektor zu berechnen, d.h. 2 Ketten von Haupt-
vektoren: EV, HV und EV

Es gilt (A —2FE)? =0, da \; = 2 einziger Eigenwert d.h. Kern (4 — 2E)? = R3
= Wahle Hauptvektor
17§2) =R3\ Kern (4 — 2E)

0
2B. 52 = 0 | € R3\ Kern (A —2E)
1
1 -1 1 0 1
iV =A-ME)FD =1 -1 1 0o l=1[1
0 0 O 1 0
-1
= Uy = 0 € E(A,?2) linear unabhéngig zu ﬁﬁl)
1
1 0 -1
=S5=@E P )= 1 0 o0
01 1
ist invertierbar mit
2 110
STTAS=J=[0 20
0 0|2
Aufgabe 19 Es sei
11 0
A= 0 2 -1
01 0

Man berechne zu A

1. alle EW mit ihren algebraische Vielfachheiten und zugehérigen Eigenrdumen
2. eine invertierbare Matrix S aus Hauptvektoren und eine Jordanmatrix .J, so dal S™1AS =
J ist.

Losung;:
1. Eigenwerte:

1-x 1 0
det(A-—AE)=| 0 2—-X -1
0 1 =A
=1 =N\ =-22+1)=-(A-1)*
dh. A\ =1, ;=3
Eigenraum: (A — E)¥ =

1
1 1|0 =23=0
1 —1]0 =z beliebig, d.h.
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1
Z=t| 0 |, t+# 0 Gesammtheit der Eigenvektoren
0
1
E(A,1) = e( 0 ) — Kern (A — E)
0

2. Hauptvektoren: dim Kern (A — E) = 1, d.h. 1 Kette von Hauptvektoren der Lénge 3

01 0 01 0 01 —1
(A-E¥=[0 1 -1 01 -1 |=100 o0
01 —1 01 -1 00 0
1 0
;»Kern(A—Ef:e( o], 1 )
0 1
Es gilt (A — E)3 =0, da dimKern (4 — E)3 = 3 = dimR?
Wihle z.B. U§3)€Kern (A—E)3\ Kern (A — E)?
0
dh zB. & = 0
—1
01 0 0 0
St =A-EP =0 1 -1 0o |={1
01 -1 —1 1
01 0 0 1
W=@A-pi?=0 1 -1 1 |=1(o0
01 —1 1 0
10 0
=s=@" a8 =0 1 0
01 —1
invertierbar mit
110
Stas=J=[0 11
00 1

I 1 .. i=y
<xi7xj>_5ij_{ 0 f’LLT' Z#?

durch
_ 1
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mit
k—1
Bp=dy— Y <dp, &> T fir 2<k<n
i=1

Aufgabe 20 Orthonormalisiere nach dem schmidtschen Verfahren

1 -3 2
i) = 0 s do = 0 s 3 = 1
1 1 0
Losung:
1 -3 2 1 —3
= det(&l,ﬁg,ﬁg) =0 0 1|« = (—]_) 1 1 =
1 1 0
d.h. System orthonormalisierbar (da linear unabhéngig)
1
|
= X1 = 72 0
1
:>f§: dg*<d'2,fl>l’1
-3 -3 1 1
1 1 v 1 V2 1
-3 1 -3 1
= O - _3+; O = 0 + O =
1 (V2) 1 1 1
-1
= _ 1
= T2 = 7z 0
1
:>f§: A3— <ds,T1> T1— <ds,To> T
2 2 1 1
= L=< 1],55[0]>2]0
0 0 v 1 vz 1
-1 -1
— < 1 £ 0 > L 0
» /2 )
0 V2 1 v 1
2 1
= 1 |-32+0+0)[ 0 | —3(-24+0+0)
0 1
2 1 -1 0
= L]-=1o0f+{ 0 |=|1
0 1 1 0
0
= fg = 1
0

= {71, 7o, %3} bilden eine ONB des R3.

23
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Berechnung der Matrix A", n € N fiir reell-symmetrische kx k-Matrizen

Es gilt wegen A = AT A reell:
Zu A existiert eine ONB aus Eigenvektoren

AZ; = \T; i=1,...,k
wobei die Eigenwerte der Vielfachheit nach gezéhlt werden (Eigenwerte alle reell!).
Ferner: S = (Z1,..., 7)) ist orthogonal (orthonormal), d.h. S~ = ST mit
A1 0
STAS =D = Diagonalform
0 Ak

= A=8DST = A"=5D"S”
AL 0
mit D" = fir neN
0 AR
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Vorlesung 4 - 10.09.2001

A= SDST und A" = SD"ST mit

D" = A necN

Aufgabe 21 Man berechne A", n € N fiir die Matrix

= A= AT reell

88—\ —4
det(A — \E) = 4 9
=@ -N2-\) (-4
= A2-10A=0
=\ = 10, )\2:Omit/¢1’2:1
ONB von Eigenvektoren:
)\1 =10:
(A—\E)Z =0, dh.
72171 - 41}2 =0
—4I1 — 81‘2 =0

Wihle z.B. zo = —1

=x1 =2

Lz 1 ( 2 )
T =—=
)\2:02

A:AT:>ZE'2J_51, d.h. _'2\}5<
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ist orthogonal und

1 2 1 10™ 0 1 2 -1
n __ ngl _ _~ -
sarmsonst= (4 ) (0 0) # (1)
12 1\ [ 210" —10"
T\ -1 2 0 0
1 4x10" 210"
T 5\ —2x10" "

Lo, (4 =2
_QO(—z 1)

Aufgabe 22 Man transformiere den Kegelschnitt 2% — 2zy + %> — 10z — 6y + 25 = 0 auf
Hauptachsen und skizziere seine Lage in der (x,y)-Ebene. Man berechne den Mittelpunkt
(beziehungsweise Scheitelpunkt bei Parabel).

Es gilt:

2 = 2wy +1y? — 100 —6y+25 = <AZ, T>+ <b, T>+c

mit der Matrix A = ( _11 _11 >7 b= ( _—160 ) und ¢ = 25

Eigenwerte von A:

det(A—AE)zl_A -1

-1 1-2A
=(1-)N?~-1
=A% -2\

=\ = 2, A =0
ONB von Eigenvektoren:
)\1 =2:

—$1—$2:O

—1‘1—1}2:0
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A= AT reell = fg L .f'l, dh. 7y =

Sl

1
1

b
(v2)?

det(ﬂ’_fl,{fg) = (1 + 1) =1

11 1
-1 1| 2

= ¥y, Zo bilden ein Rechtssystem

Hauptachsentransformation:

8

Lo . 1 1
=Sy mit 5=($1,$2)=\/§<_1

=>w=%(5+77)7 y=%(—5+n)

Einsetzen liefert:

ME+ don?+ <b, B, n)>+c=0

d.h.
252+02—10i(§+ )—6i(—§+ )+25=0
4 16
=2 - —(— —n+25=0
3 NN

Quadratische Erginzung

2 1\? 16
2(52—\@“(\/5) >_\/§’7+25_1:0

1\> 16
=2(e-j5) = o

d.h.

<n — 3\/5) — Parabel
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Normalform:

Aufgabe 23 Man transformiere den Kegelschnitt 222 + 122y — 7y?> — 20z — 10y = 0 auf
Hauptachsen und skizziere seine Lage in der (x,y)-Ebene. Man berechne den Mittelpunkt
(beziehungsweise Scheitelpunkt bei Parabel).

2 6 e -20
a2 8 )50 eme

= det(A— \E) = QEA _76_A

= (2= A)(=T—X) — 36
=A245X-50=0

[= A=A =A2) = (A= 5)(A+10)]

5 25 5 15
Mo=—oty/ = 450=—2+—
12 2 1" 272

:>>\1:5, Ay = —10
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ONB von Eigenvektoren:

)\1 =5
—3x1 4+ 622 =0
6.231 — 121‘2 =0
d.h.
" 1 ( 2 )
Tl = —F—=
)\2 = —10:

1 [/ -1
A=AT, reell = 7 Lf,d.h.a‘:’z< )
2 1 2 \/5 2

Hauptachsentransformation:

F=S§ mit S—(fl,fg)—z(i _21>
p= ()= (5) wa e-ec-m y= )

Einsetzen liefert

562 — 10n° — 20%(25 —n) — 10%(5 +2n7) =0

d.h.

562 — 10n2 — %g =0
Quadratische Ergénzung:

5(¢? — %5 + (V5)?) — 1097 = 25
d.h.
(E+V5)?2 -2 =5

. €57 _w

29

— Hyperbel
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Normalform:
£-VE—u
n=v
d.h.
€ =V5, n0=0

u? V2

5  5/2
Mittelpunkt:

Schnitt mit Koordinatenachsen im (u,v)-System:

v=0 = U172=:|:\/g

d.h. u-Achse ist Mittelachse der Hyperbel

Asymptoten:
2 2
wov
5 5/2
d.h.
vi=u? = v= ii
V2
4
U Y !
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5/4
Aufgabe 24 Seia; > 0 und ap41 = %,
Es gilt:
Ist |ant1| < g *ay| fiir alle n > ng mit 0 < ¢ < 1 (¢ unabhéngig von n)

= lim a, =0

n—oo

Definition der a,, = a1 > 0= ap41 >0 firn e N

2a,51/4 _ 2% Ya,,
an + 2 _an,/an—k?

1 2% a2
= —qQ —_—
V2 an +2
N————
_ 2« yapxV2

= ‘an-&-l‘ =

wegen a’ + b% > 2ab

1
< —aqa firneN
_\/in

d.h.

1
RG>

— lim a, =0

n—oo

<1

Aufgabe 25 Untersuche, ob die Folge (a;,)nen mit

an:€/n3+3n2—\3/n3—|—2n2 firneN

einen Grenzwert hat, und bestimme diesen gegebenenfalls.

Es gilt:
k—1
eb —yt = (e —y) ) oY
j=0
_ (l‘ _ y)(.]?k_l 4 J)k_Qy + l‘k_ng + + yk—l)
d.h. fir k = 3:

? —y* = (z—y)(2® + 2y + )

ap = €/n3—|—3n2— 3/713—&—2712

n € N. Zeige: (an)nen ist Nullfolge



32 (©2001 by Daniel.Steinberger@gmx.de URL: http://frozenfire.dnsalias.net/NEMESIS/Uni/

(Y — ) W) VT T s (V)

mit 1 erweitert

Wurzeltrick
_ (Vn3+3n2)% — (Vn? 4 2n2)?
- Nenner
(Vn3 +3n2)2 + V/n® + 3n2V/n3 + 2n2 + (V/n® + 2n2)?
1
- 5\, 3 2 2\
(1+2) + i+ 3¢+ 24 (314 2)
N 1 1 "
Tri+1 3 e
d.h.
lima, = -
Satz

Die Folge (an)nen sel monoton wachsend (fallend) und nach oben (unten) beschrinkt.

= lim a, = x existiert.

n—oo

Banach’sches Kontraktionskriterium:
Fiir die Folge (an)nen gelte:

|ant2 — ant1] < q*| ane1 — an| fiir n > ng mit 0 < g < 1, ¢ unabhéingig

Dann existiert lim a,,
n—oo
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Aufgabe 26 Untersuche, ob (a,)neny mit a1 = 1, ap41 = 1+ a2 fiir n € N einen Grenzwert hat,
und berechne diesen gegebenenfalls.

Angenommen, lim a,, = x existiere
1
:>:r:1+3:2, d.h. x2—x—|—%:0

1 1 1 1

= — :l: T

TH2TS IV T )
= Der einzige mogliche Grenzwert ist z = %

. 1 (1 2__1_+ L
@ = “2=317\1 1716 "
ta? =ty (L] 2
a3 = —+ax" = — -+ —
3 274" \1" 16
Lot 1
= -4+ — — a
4" 16 64 ' 162 ~ *
=az2 >0

= Vermutung: Die Folge ist monoton wachsend.

Behauptung;:

anp < = firneN

Beweis:

<

] =
N =

ayp =

M C N sei die Menge, fiir die die Behauptung gilt. = 1 € M sei n € M. Dann gilt:

e L (] 2 Lo1_1
1l =y TSy T y) T4 3

= n+ 1 € M = Behauptung
Behauptung;:

Gp+1 > G firneN

Beweis:

1 1\° 1
an+1—an=4+an2—an:<an—2> >0 da an<§,n€N

= (ay,) ist monoten wachsend und nach oben beschréinkt

= lima, = z existiert! (= 1)
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Aufgabe 27 Zeige, dafi die Folge (a,,) mit a3 > 0, any1 = fir n € N einen Grenzwert

Jr a'll
hat, und bestimme diesen

Angenommen, lim a,, = x existiere

==

. 142)=1
T 9 z(l+ )

1 1 1 V5
= sty tl= s Y
= 2=y i 27 2

a1 > 0, Definition der a,, = an41 > 0 fiir n € N

P +2x-1=0

= >0, dh nurz = —% + § moglich!

1 1
1+an+1 1+an

‘an+2 - an+1| = ‘

B ’1+an—(1+an+1)
(1+ans1)(1+an)

Ap — An41
(1+ant1)(1+an)

1
= ant1 — @
0 an ) Fay) @t~

1
= ‘an—&-l - an|
1+ o)1 +an)

1
T Grey e
N————’
24+a,>2 da a,>0 fir neN
1 ,

< 5 |an+1 — an firn e N
<~
=q<1

nach Banach’schem Kontraktionskriterium:

= lim a,, existiert

1 V5

= lima, = —5 + -
ma 2—|— B
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Vorlesung 5 - 11.09.2001

Definition: Reihen

d.h. Reihe konvergiert, falls die Folge ihrer Partialsummen konvergent ist.

Notwendiges Kriterium:

o0
lim a, = 0 ist notwendig fiir die Konvergenz von Z an
n—:o0
n=1
Majorantenkriterium
Gilt
lan| < by

fir alle n > ng und

P

n=1

sei konvergent.

o0 o0
= Z |an| und Z ay, sind konvergent.

n=1 n=1

Minorantenkriterium

Gilt a,, > b,, > 0 fiir n > ng und Z b, divergent.

n=1

o0
== Z a, divergent.

n=1
Vergleichsreihe
= konvergent fir o« >1
>
n=1 divergent fiir a<l

Quotientenkriterium

e Gilt lim

An41
Qn

oo
=q¢<l1l= Z a,, ist absolut konvergent.
n=1

An L1
an,

e Reihe divergiert, falls lim

=q>1.
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Wurzelkriterium

o0
e Gilt lim{/|a,| =¢< 1= Z ay, ist absolut konvergent.

n=1

e Reihe divergiert, falls lim {/|a,| = ¢ > 1.

Leibniz-Kriterium

oo

Sei Z(—l)"an mit a, > 0 fiir n € N, also Reihe alternierend, mit lim a, =0 und a,1 < a,
n—m~aeo

n=1
fiir n > ng (monoton fallend).
= Reihe ist konvergent
Fehlerabschitzung

oo
‘S — SN‘ = Z (—1)"an S aAN+1 fir N Z no
n=N+1

Integralkriterium

Sei f: [1,00) — (0,00) stetig und monoton fallend, d.h. f(z) > 0 fiir £ > 1 und f(z) | fiir

xr — 00. Dann gilt:
JECEE > i) < |ty ox

= Reihe und Integral sind entweder beide konvergent oder divergent.

Potenzreihen

o0
Z an(z — z9)" z, z0 € C
n=0

Konvergenzradius

1
r=———
lim {/|a|
Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe, d.h. Potenzreihe konvergiert fiir |z — zp| < r und diver-
giert fiir |z — zo| > r. Keine Aussage fiir |z — zo| = 7.
Konvergenz ist gleichméBig fiir |z — 29| < p < r. Potenzreihe darf in |z — 29| < r gliedweise
differenziert und integriert werden.




Mathe Repetitorium fiir Elektrotechniker SS01

In(n+1) —Inn

N

Aufgabe 28 Konvergiert Z ?

n=1

Es gilt:

1 1
< n__— _—_
- \/ﬁ n3/2
daln(l+42) <z firz> -1
=1
Z Yo ist konvergent (a = % > 1)
n=1

Majorantenkriterium = Reihe konvergiert

23"71'
Aufgabe 29 K t
ufgabe onvergier Z 3nnn
Quotlentenkrlterlum.
antr| 220D (n 4 1) L3t
an | 3D (n 4 1)+l 23np)
8( n \" 8 1
= - = — %
3\n+1 3 (141
—

= Reihe konvergiert

= n+1 )
Aufgabe 30 Konvergiert < ) n|?
Wurzelkriterium:

1 1.,
_\/ﬁ§(1+g)

37
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1
—>1*§*e:E<1 da lim ¥Yn=1

3 n——-muo90o

= Reihe ist konvergent

Aufgabe 31 Bestimme Konvergenzintervall der Reihe

(e +1)"

M8
Sl

3
Il
-

Potenzreihe mit Konvergenzradius

1
r=———
lim {/|ay|

" 1 1
an| = =
1 ) .
— —==1 da /n — 1 fiir n — oo, /x stetig

V1

= r = 1, d.h. Potenzreihe konvergiert fiir |« + 1| < 1 und divergiert fiir |z + 1] > 1
Entwicklungspunkt z¢p = —1

= konvergent fiir -2 <2 <0

X=-2:

i(—m lternierend mit Lo i 0 und

: alternierend mit a,, = — im a, =0 un
Z \/ﬁ n \/ﬁ o n
1 1
Monotonie < — fir n € N, da /z streng monoton wachsend.
eSO , da vz g

Leibniz-Kriterium = Potenzreihe konvergent fiir x = —2

x=0:

o0
1 1 1
ngl ﬁ: divergiert, da Z - fiir = 3 < 1 divergent ist.

= Konvergenzintervall = [-2, 0)
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arctann o

o
Aufgabe 32 Fiir welche a € R konvergiert Z e
= n(lnn)

Es gilt:
wegen
arctan 2 < arctann 3 fiir n > 2
n(lnn)® ~ n(lnn)®  n(lnn)®
konvergiert die Reihe <= i 1 konvergiert
& “— n(lnn)* siett:
1
Betrachte daher: f(x) = ——— x>2
z(lnz)e
= f(x) > 0 stetig fiir z > 2 und Monotonie:
f(z)= 1 (Inz)* 4z * a(lnz)* '« 1
~ 22(Inz)2e x

-1

= W{(m )" + oz(lnx)o‘l}

-1 0% «
=3 14+ — firz>zpda lim — =0
z2(Inz)e { +1nx} Wr=20ds M e
——
<0 >0
<0 fir x > xo

= f(z) streng monoton fallend fiir x >

/: ﬁ . /2,4 () ™+ o) fiir f(z) = In

Inx

1 1—al®
—
= (nx) ,

fiira #1

A
In(In x)‘Q fira =1

konvergiert fiir o > 1 und divergiert fiir a <1

Integralkriterium = Reihe konvergiert fiir « > 1 und divergiert fiir o <1



40 (©2001 by Daniel.Steinberger@gmx.de URL: http://frozenfire.dnsalias.net/NEMESIS/Uni/

o0
Aufgabe 33 Welche Funktion wird durch Z L dargestellt?
= n+2
Benutze LI im" fur |z| <1
11—z =
1 d 1 — d -

d—— == = g = n—l fii <1
un e =T s ;dz‘x ;n:c tir |z
U.8.W.

Es ist
= n = 2
n _ 1— n
:ix"—i 2 x" fiir |z < 1
n+2
n=1 n=1
Cl-z —nt 2
ol 2 L
1-n x? £ n+2
g(z)
= ¢'(z) = Zm”“ fiir |z <1
n=1
n+1l=k

(o9}
1
k
= -1 -
D T
k=2

= g(z)=—-In(l—2)—ax— —+c¢

Wegen ¢(0) = 0 folgt ¢ = 0 = ¢g(0)

1 2 a? .
éf(x)—m—l—i—P(ln(l—x)—l-x—i-?) fir 2| <1, x #0

=0firz —0
('Hospital oder Reihenentwicklung)

Funktionsreihen, gleichmiflige Konvergenz

Definition: .
S(a:):an(x) zel
n=1
heift gleichmiiBig konvergent auf I, falls es zu jedem € > 0 einen Index N(e€) gibt mit
[S@) = Sn@)|=| > fale)| <e
n=N+1

fiir alle x € I, N > N(e)
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oo
1
Aufgabe 34 Konvergiert Z(—l)" sin — gleichméBig auf [1, co) ?

n=1
Zunéchst punktweise Konvergenz mit Leibniz-Kriterium:

1
an(r) =sin— >0 firea>1, neN
n

1
Da 0 < — <1giltdort lim a,(x)=sin0=0.
nx n——>00

1
< — <1 folgt fiir n € N:

Und 0< ———
nd wegen U < (n—l—l)x o

n-—— < gin—
S (n+1)m S11 o

da sint streng monoton wachsend auf [0, g]

d.h. (an (ac)) . monoton fallend bei festem z € [1, o0)
ne

= Reihe konvergiert auf [1, oo)

Fehlerabschéitzung da Leibniz-Kriterium

oo

Z (—=1)"sin %

n=N+1

— [S(2) - SN(Q;)‘ -

< aAN+1 (,’L‘) = sin

(N +1)x
<¥ da sint <t auf [0 I}
“(N+1)x - T2
< ! fii >1
r
“N+1 =
1
<e fir alle N > N(e) = - -1

€

= Konvergenz ist gleichmiflig auf [1, oo)

4 3
Aufgabe 35 Untersuche f(z) = — +2 jSZ 3
x .

und skizziere sie. Man berechne gegebenenfalls die Schnittpunkte des Graphen von f mit
seiner Asymptote.

auf Nullstellen, Polstellen sowie Asymptote
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Es gilt: 4 + 322 = 23(z + 3)
und (2% +22% — 42 —8) : (v —2) =22 +4r + 4= (v +2)?

— (2% — 222)
422 —4x — 8
—(42? — 8x)
4xr — 8
z3(z + 3)
= ==Y
1@ = w22
Nullstellen :
z1 =0 3. Ordnung
Vorzeichenwechsel
9 = —3 1. Ordnung
Polstellen :
T3 =2 1. Ordnung Vorzeichenwechsel
d.h.
x4 = —2 2. Ordnung kein Vorzeichenwechsel
Asymptote :
. 222 412
(z* +323) : (2% 4+ 202 —da —8) =z + 1+ %
— (2% + 223 — 422 — 8x) L,x_/
23+ 422 + 8z — 0 fir x — o0
— (23 + 222 — 42 — 8)
222 + 122 + 8
= g(x) = x + 1 ist Asymptote fiir x — +o00
Schnittpunkte mit Asymptote :
202 + 122 4+8 =0 dh. 2?4+ 62 +4=0

— 256=-3+V9-4=-3+5
Skizze :
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Vorlesung 6 - 12.09.2001

Definition:  Stetigkeit

1. f: D — R heiflt auf D Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert mit

[f(z) = f(y)| < Llz -y x,y € D
2. f: D — R heifit auf D gleichméBig stetig, falls es zu jedem e > 0 ein d(e) > 0 gibt mit
lf(x) = fly)] <e fiir alle x,y € D mit |z — y| < ()
Satz

1. Ist f auf D Lipschitzstetig, dann ist f auch gleichzeitig stetig auf D
2. Ist f: [a,b] — D auf [a,b] stetig, so ist f auf [a,b] auch gleichmiBlig stetig

3. Ist f: I — R auf I differenzierbar mit |f'(x)| < M fiir x € I, so ist f auf I Lipschitz-stetig
mit L = M, und daher auch gleichmifig stetig

Teil 3. ist Folgerung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (im Randpunkt von I braucht
gef. nur Stetigkeit vorzuliegen)

_1-Inx
14 Inz
Man zeige, dafl f auf [1,00) Lipschitzstetig (gleichméiBig stetig) ist.

Aufgabe 36 Sei f: [1,00) — R mit f(z)

fir x > 1.

Es gilt:
() (l—l-lnx)(—%)—(l—lnz)% B —%
(1+1nx)? (1+1nx)?
, B 2 B 2
= f @)l = |z|(1 +Inz)2  2(1+Inx)?
< 2 2 fii >1
= r
S11+m1)? ue =
= Behauptung
2
x
Aufgabe 37 Sei f : R — R mit f(z) = arctan ———, = € R Man zeige, da} f auf R
vz +1

Lipschitz-stetig (gleichmifig stetig) ist.

Es gilt:
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22 +1 2x x3
= >k —
Zrltat \VaZ11 (211972

22 +1 3
= 2{[;—
42?2+ 1 z?+1

2 +1 2x(2?+1)— 23
zt+ 22 +1 x2+1

_ 23+ 2x
(x4 + 22 +1)Va? + 1

1+ 2

xz
(z+ L1+ H)Va2+1

und f/(x) stetig auf R, da 2% +22+1#0 auf Rund v22+1+#0 auf R.
= |f'(z)] < K auf R = Behauptung

— 0 fir 2z — +oo

Satz

f: [a,b] — R sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b) mit

f'(x) >0 fir « € (a,b)

Dann ist f auf [a, b] streng monoton wachsend.
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Aufgabe 38 Zeige

artanh x > tanx fur

Betrachte dazu

f(x) : artanh  — tanx

<<l

O<zr<l1

Satz iiber Ableitung der Umkehrfunktion:

Ableitung von t = artanh x: Umkehrfunktion von x = tanht =

dx B cosht * cosht — sinht % sinh ¢ B 1
dt cosh? ¢ cosh? ¢
sinh? ¢
=1- 5 =1—tanh?¢
cosh”t

sinh ¢
cosht

[da cosh?t — sinh? t = 1]

a1 1
de  do 1 — tanh?¢
t=t(x) t=arctanh z
1
=— fii <1
1= ir |zl
1 1
= fllg)= —— — ———
F@) 1—22 cos?z
_cos?z — (1—a?)
(1 —22)cos?z
—sin? z + 22 9

2

= da cos“x—1=—sin“z

(1 —22?)cos?x

>0 fir O0<z<1

da

2?2 >sin’z, x €R, £ #£0 wegen |z| > |sinz|,z € R,z #0

= f ist streng monoton wachsend auf [0, 1).

f(0) = arctanh 0 —tan0 =0 = f(x) > 0 auf (0, 1) = Behauptung

45
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Kritische Punkte

notwendige Bedingung: f'(x) =0

hinreichende Bedingung: f®*)(z) =0
firl<k<nmitn>1
und f(™(z) # 0 (erste nicht-verschwindende Ableitung)

1. n ungerade = Sattelpunkt in xg

2. n gerade = lokales Extremum in zo, und zwar
lokales Maximum, falls (™ (zo) < 0
lokales Minimum, falls £ (zq) > 0

Aufgabe 39 Bestimme alle lokalen Maxima und Minima von f: [0, 27] — R mit

@) = sinx

Sind die Extrema auch absolute Extrema?

Es ist
Flz) = (4 — cos® ) cos x — sin (2 cos x sin )
N (4 — cos? x)?
= %(4 — cos® x — 2sin” )
—cos?x
COS T 9
= T cos?a)? (3 —sin“x)
!
=0
T 3 . 9
<=>x1:§,x2=7 da 3 —sin“z # 0 auf R
" —sinz(3 — sin? ) + cos x(—2sin z cos ) L9 2cosxsinx
= 3— ) ZCOSTIRT
/@) (4 — cos? )2 +cosz(3 —sin"x)(=2) (4 — cos? )3
7r -2
= f'(z)=-—<0
! (2) 16
d.h. lokales Maximum in z; = g und
3 2
1"
Y 2 5
5 =1~
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d.h. lokales Minimum in x9 = 3%

Fiir absolute Extrema Funktionswerte in 1, x2 und in den Randpunkten 0 und 27 bestim-
men:

f(0) =0, f(2m) =0

= Extrema sind absolute Extrema

Aufgabe 40 Bestimmt alle kritischen Punkte von f: R — R mit

f(m):x—%—(xz—i—l)arctanx reR
x

und untersuche, ob ein lokales Maximum, lokales Minimum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

, _ e 9 1
fl(x) = 1+7(x2+1)2 — 2z * arctanz — (z +1)1+x2
T
= 23:(W — arctan )
1
=0
T = 0 oder ﬁ —arctanx =0 (*)
T
d.h.
T = arct
I - dcan
~——— <o fiir 2<o0
>0, zeR

d.h. keine Losung fiir x <0

arctan x streng monoton wachsend

ﬁ streng monoton fallend fiir x>0
x
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= (%) hat genau 1 Losung z2 > 0

Wegen arctan 1 = % folgt x5 =1

ey 7r dmx 1
= f(z)=2 (@24‘1)2 —arctanx) + 2z <_(x2—|—1)3 - 1—|—x2>

= f"(0) = 27 > 0, d.h. lokales Minimum in z; = 0

d.h. lokales Maximum in x5 =1

Unbestimmte Ausdriicke:

0
Mogliche Formen: o f, 0% 00, 00 — 00, 0 cc?, 1%
00

Aufgabe 41 Berechne

hm xarctan%
Tr—>00
Fall ooY:
1 1
= xarctan T — earctan cxInx
mit
1
1 arctan = T 0
arctan — xInx = ——* = M : Form — fiir x — oo
ey 9(x)
_ 1
flle) 1% ° (=) z(lnx)? .
= = = — T 5 — 0 fiir x — o0
g'(x o * x 2 +1

da zB. |Inz| < kzt fir z > 1

d.h.
/ 2
r@)_lals Rl
g'(z) x2+1
Regel von I'Hospital = lim @ =0

v—o0 g(x)
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Stetigkeit der e-Funktion = lim ™" s =e=1

xr—>00

Aufgabe 42 Berechne lim (Sinx)Si“hI
xr

— 0+

Form 0%, d.h. Umformung

(sin x)sinhw _ 6sinh:):ln(singc)
mit
In(sinx T 00
sinhzIn(sinz) = ¥ = f@) : Form — fiir v — 0+
sinh g(.’l?) o0
1
= f/(di) sinmCOS‘T
g (r) <55 cosha
B Ccos T sinh? z
N cosh x sin x
———
—1 fiir z—o0+ =112 Form ©
91(z) 0
"z 2 sinh x cosh x
:>f1/()= —0 fir  — 0+
g1’ () cos T

@) 1 o—o

I’Hospital = lim
x—0+

I’'Hospital = lim Lx) =0, d.h.
e—0+ g(z)

Wegen der Stetigkeit der e-Funktion ist

lim (sinz

r—0+

)sinh T 0 1

= e =

49
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Taylorentwicklung:
x S 1 n S z"
e :Zﬁz ln(lfx):fzz,\x|<l
n=0 n=1
- (_1)n 2n : - (_1)n 2n+1
COST = X SINT = — X
> >
St x2n ) St x2n+1
COShI:ZOw Slnhzzzom

O-Schreibweise:

f(z) =0(g(x)) fir x— xo(too), falls |f(x) <kx|g(z)| fir z— zo(+too)

3

zB. sinz=x-— %—!—O(zs) fir x — 0

Aufgabe 43 Berechne

3 sinx

lim ———
z—0 (1 — cosx)?

Es gilt:
dsinz 2? (z + O(2?))
— 2 22 2
(1 —cosx) (1-(1—2Z +0(z4)))
2t + O(2%)
(% +0(")”
4 6
= 7i4 +O(x6) firx — 0
4+ O(25)
_ 1+0(a?)
1+ 0(2?)
— 4 fire — 0
3 .
dh.  lim ——SRT g

z—0 (1 — cosz)?
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Aufgabe 44 Berechne )
Smx)l—closz : Form 1%

x—0 xX

sinx

da

z—0 X

1
Sinx l1—cosx 1 o
= ( > — T eoss *In #3F

x
mit
sinx 1 22_’_0(%4)
r 6
sinx z? 4
1 =In(1- 5 +O0(z%)
2 2 2
_ (”“"6 +0(@@" +0 ((2 + O(m4)> >>
2
= -Z +0("
da
In(1 —t) = —t + O(t?)
und

22
1fcosx:17(177+0(x4))

= 5 +0G")

msne 240t

1—cosz 2+ 0(a%)

1 2
= ;_:_00((52)) firx — 0
— —= firz — 0
Wegen Stetigkeit der e-Funktion

1

. Sinf,r — ] 1
hm< )1 cosT _ -4

r—0 xT

o1
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Unbestimmte Integrale

1
Aufgabe 45 Berechne /f arctan(l + lnz) 0x.
x

d 1
Wegen — (1 +Inzx) = - setze

dx

1
l+nz=t d.h. de:dt

1
/farctan(l +Inz) ox = /arctant ot
x

= / 1 % arctant ot [partielle Integration]
1
=tarctant — [ t—— Ot
1+t
tarctant 1 2t ot
= tarctant — —

2 1+ ¢2

——

L, f@)=1+2

1

= tarctant — 51n\f(t)| +c
1 2

= tarctant — iln(l +t*)+c

1
:(1+lnx)arctan(1+lnx)filn(1+(1+lnz)2)+c ceR
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Vorlesung 7 - 13.09.2001

Aufgabe 46
/cosgm ox = /(1 —sin? ) cos x 0x

=sinz — [ sin®zcosz dx
—— N~
12 v

. 1 .
:smx—gsm?’x—i—c ceR

Dabei benutzt:
1
[G@)r@ o=
In|f(z)|+ ¢ n=-1
(Substitution ¢t = t(0) — &t = f'(z) ox — [t" bt)

(F@)" " He n#t -1

Aufgabe 47
2 — si
/ﬂ 0x = /Rat(sinx, cos ) 0x

2+ cosx
[mit: Rat() steht fiir eine rationale Funktion, in der nur das Argument vorkommt]

2 —sinx
= [ ——— dx+ [ ——— x
24 cosx 24 coszx
—_—
fTI, f=2+cosz

2
:/7 0x +1n |2 + cos z|
2+ cosx

. r 2t 1—¢2 2
Einsetzen: t = tan —, sinx = ——, coszx = ——, 0x=-—— 0t
2 1+ ¢2 1+¢2 14 ¢2

2 2 2 0t
== ppy—— ox = T * T
+ cosx 24 T +

4 4 4 1
— —&:/7&:,/7&
/2+2t2+1—t2 t24+3 3 (L)2+1
V3

. 1 4 du
mit u:ﬁu St=+v3du — :g\/§/u27+1

1
— tan —

4 4 T
= — arctanu 4+ ¢ = —= arctan +c
V3 V3 (ﬁ 2)

2fsin:176 4 + 1 ¢ T Finj2+ I+
= —— {x = —— arctan | —= tan = n cos
2 —cosx V3 V3 2 e
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Aufgabe 48
)
/ 27}( = /Rat(ew) dx
sinh® x cosh z
[e* =t e” dx = 6t)
/ cosh? x — sinh® z
— 0x
sinh” x cosh z
h 2
/ c-os2x 5x—/7 sx
sinh” x et +e "
| —
:f—2*f/
mit
2 2e*
[t o [ 25
er 4+ e eQx + 1
——
Rat(e®)
2 0t
= | —— = 2arctant — ¢
241
= 2arctan(e”) — ¢
dxr 1
== =—= — 2arctan(e®) +¢ ,c€R
/sinh2mcoshx sinh « ()
Aufgabe 49

dx
I:/\/2x717\3/2x71:/Rat(m) 0x
[t =221, dh 6 =221, do = 1 %667 5t

1
:/t3—t2 * 3t° 0t
3t3
= ot
/t—l

Ziahlergrad > Nennergrad = Durchdividieren

3t3 B2 4+t2—t+t—1+1
t—1 t—1

1
=3t +t+1+—
(t* +t+ +t_ﬁ

:¢I:3/ﬁ2+t+1+gij)&

3
:ﬁ+§#+&+3mu—u+c

:Jm-1+%3m-1+3V%—1+3mﬂmx—1—u+c
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Aufgabe 50

ek
S
(z+1)%(2*+1)
Zahlergrad < Nennergrad

N 2 B a n b n cr+d
(x+1)2(22+1) (z+1)2 z+1 2241
,Zuhaltemethode*
2
=a= =1
“ 22+ 1le=—1
und
2
d =
(Cx + ) =1 (LC + 1)2 =1
d.h.
2 2 1

citd= = =i

(+12 +2+1 i

dh. ¢=-1,d=0
Setze t =0=2=1+b+0, dh.b=1

:/Wiﬁm‘”‘:/((xin”xifﬂil) B

1
:—7+ln|x+1|—§ln(x2+1)+c mit ceR
x

Beispiel Zuhaltemethode:

23 (x — 1) (22 4+ 1)2

1 a b % c dr+e fx+yg

2 2
1
2 e T @ T e * (27 +1)

r=1
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Uneigentliche Integrale
Majorantenkriterium

fyg : Ja,00) — R seien eigentlich R-integrierbar auf [a,c] fiir jedes ¢ > a. Fiir > a gelte
(oo}

|f(z)| < g(x) und / g(x) dx konvergiere.

a

oo

Dann existieren / f(z) 0x und / |f(z)| ox

Minorantenkriterium

fyg : la,00) — R seien eigentlich R-integrierbar auf [a,c] fiir jedes ¢ > a. Fir x > a gelte
(oo}

f(x) > g(z) > 0 und / g(x) 6x divergiere.

e}
Dann divergiert / f(x) ox
a

(Analog fiir uneigentliches Integral beziiglich endlicher Grenze)

Vergleichsintegrale
% q konvergent fir « >1
1 divergent fiir a<l
konvergent fir a <1

1
1
o * a>1

divergent fiir

dxr 9
eve — 1

uneigentlich beziiglich der unteren Grenze.

1
Aufgabe 51 Konvergiert /
0

ef>1+x fir xr € R
=eVT 1>z fir0<z<1
d.h.
1 1
- < fir0<x<1
eVt —1 = Jx -

fol % 6x konvergiert (siche Vergleichsreihe), da o =3 <1

Majorantenkriterium =- Integral konvergiert
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Aufgabe 52 Konvergiert
& vere / \/1 — COS T

uneigentlich beziiglich der unteren Grenze

1 x? n zt 28 n
cosr=1— — —_— -
2 4! 6!
| —
>0 fiir 0<z<1, da Leibniz—Reihe
d.h.
22
costl—? fir0<zx<1
oder
(:p x) 9T L9 T
COST =COS (= + = | = cos” — —sin” —
2 2 2 2
x
=1-2sin?=
2
d.h.

Lo X
1—cosx:251n2§

1 1 1 1
= — % —— firo<z <1

= = = k) —
V1 —cosz \/2sin2§ V2 sing

> da sint <t, t>0

Nl
)
m\a\ [

firo<z<1

i

/ — 0x divergiert, da a = 1

Minorantenkriterium =- Integral divergiert

Aufgabe 53 Konvergiert / —sm(x + ) 0x 7

uneigentlich beziiglich der oberen Grenze

Es gilt:

A A
/ 1 . n 1 5 / 1 . 1 n 1 5
—sin({z+ =) ox= — [ sinzcos = + coszsin — | dx
1 VT x 1 VT x x

mit

o7
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/A 1 . 1 5 /A cos% . 5
—sinx cos — dx = L sinx 0%
1 VT x 1 VT

A
cos =
— oS T *

n A —sin % 1 4 1\ cos % 5
NG 1 /1 cos T NG 2 — X
N——

2 $3/2
konvergent fiir A—s o0
und
sin i 1 fir 7> 1
COS X ——75 — ur r
25/2 25/2 =
COS T COS % 1 fi > 1
ur xr
23/2 — 2x3/2 =
und

1 1 < 11 1
—cosxsin—| < —=— =
VT x|~

<1 1
[ e [
a3 1

3
573 0x konvergieren, da a = = > 1 bzazw. a = = > 1
x

Majorantenkriterium = Integral konvergiert
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Fourierreihen

Sei f: R — R mit der Periode 2L absolut integrierbar. Fourierreihe von f lautet:

S(f)(x) :=ag+ i (an coS (%x) 4+ b,, sin (Em))
n=1

L
mit den Fourierkoeffizienten

1 L
= — 5
ag 2L/Lf(%) X

1 [k nm
anfz/iLf(x)cos (Tm) 0x neN

1 [k . [nm
bn—f/_Lf(l')SHl(f{E) 0x neN
Es gilt:

o Ist f auf [—L, L] stiickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar, dann gilt:

S(H)@) = 5 (F+0)+ e - 0)

e Ist f gerade Funktion = b,, =0 fiir n € N und

L
%:%AfmwX

ap = Z/OL f(zx)cos (n%:c) 0x

e Ist f ungerade Funktion = a,, = 0 fiir n € Ny und

2 [ . [nm
bnfz/o f(x)sm<fx> 0x neN

99
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Aufgabe 54 Entwickle
f(x) :=xcosx fir —m<z<7

mit

flz+2m) = f(x) firz eR

in eine Fourierreihe.

= L =m, f(x) = xcosz ungerade Funktion auf [-m, 7|, d.h.a, =0 fir n € Ny

und o /7
by, = f/ x cos zsin(nzx) dx
T Jo
Es ist
sin(a + ) + sin(a — 8) = 2sina cos 8
d.h.
a = nx, B==x
=b :g*l/wx Sin((n+1)x)+sin((n—1)x) 0x fir n > 2
1 _ s
:w{ <n cos ((n+1)x)+ — €0 ((n—l)a:)) .
—1—/0 (n 7 cos ((n+1)x> + —— cos ((n—l)m)) 5x}
_ 1) e (Dt 1 1 ™
ﬂ{w 1 +7rn_1 + CFEE sm((n+1)x>+msm((n71)m) .
=0
1 1 2n
(=1) (n+1+n—1> ( )n2—1
und
2 [T . o
by = 7/ rcosrsinr 6x = 7/ xsin(2x) 6x
T Jo T Jo
1 1 .
= ﬂ_{x (—2) cos(2x) . + 5/0 cos(2x) 5X}
1 1,1 77 1
=3+ (3 meD)| =3
= 2n
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Lineare Differenzialgleichungen, lineare Differenzialgleichungssysteme

Aufgabe 55 Bestimme allgemeine Lésung von

(2 + 1)y +ay=a(x®+1)
——

#£0
=y = _%y +x lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung auf R
x
= f(z) xy+ g(z) f, g stetig auf R
1. homogene Losung;:
;L x
d.h.
W o nfyn(e)] =~ In(e® + 1) + T
e n =——1In n
" O yn(x 5 (= c
= yn() _° eR, ceR
T) = T , C
Yn 21
2. Variation der Konstanten
Ansatz:
(2) = &) Einsetzen in DGL
T e insetzen in
Y Va2 +1
L d N c( 1) 2x
/- 2/ (22 +1)3/2
! x c .
=— x
241 2 +1
=d(z) =222 +1
d.h.

= allgemeine Losung:

1, ., c
z)=5@"+1)+ ——= ceR
u(e) = 56+ 1)+

Aufgabe 56 Berechne allgemeine Loésung von

y/// 4 Sy" _ 4y — 6721

Ly =0: vy" + 3y” — 4y = 0 konstante Koeffizienten!
A3 4 3)2 — 4 = 0 charakteristisches Polynom
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Nullstelle raten (fiir ganzzahlige Nullstellen Teiler von 4 ausprobieren) = \; = 1

A 4+3X2—4):(A=1) =X +4r+4=(1+2)
dh. g3 = —2

= Fundamentalsystem lautet

d.h.

2x

yn(z) = c1e” + (ca + cax)e™ mit ¢1, co, c3 ER

2. spezielle Lésung von Ly = f
Grundlosungsverfahren (konstante Koeffizienten!)

Sei y,—1(x) die Losung von Ly = 0 mit

Yno1(0) = 1 (0) = ... =y P(0) =0
und .
g0y =1
Dann ist

yﬂw=Az%m%ﬂﬂﬂ&

eine spezielle Losung von Ly = f

Bei einer linearen DGL 10. Ordnung mit konstanten Koeffizienten setzt man z.B. die Losung
(der homogenen DGL) und die ersten 8 Ableitungen an der Stelle x = 0 Null und die 9.
Ableitung setzt man gleich eins (an der Stelle x = 0).

yn(z) = c1€” + (co + czz)e™®

= yh/(x) =cre” + (c3 —2cp — 20399)6723”
yn"' () = c16” + (=23 — 2c3 + dey + dezr)e” >
=c1e” + (desx + 4eg — 403)6—2:5
= yn(0) =c1+c2=0
yr'(0) =c1 —2c0 4¢3 =0
yr"'(0) = ¢y +4deg —4dez =1

1 1

1
= C1 =9 2T Tgp®= "3
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d.h.

1 _3¢]® _a (1 m) 1,
— ¢ —e (=4 2)t— =t
27 *¢ o€ ( 973 .
o 1 —2x T —2x z $2 .’£2
TR YA (9 T3S
1 1
— E(em _ —2z)_ ge—Qx_il,Qe—Qx
in yn(x) enthalten
= 3. allgemeine Losung:
y() = yn(x) + ysp()
x —2x 1 2 —2x .
= c16* + (c2 + c3x)e — —x“e mit ¢y, cg, c3 €ER

6

63
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Vorlesung 8 - 17.09.2001

Aufgabe 57 Gesucht allgemeine Losung von y” + 4y’ 4+ 5y = e~ **sinz

Losung;:

1) homogene Losung

PA) =A%+ 4N +5=0
d.h.
AMo=-2+VI—5=-24i
= (7292 (=2790% pilden ein Fundamentalsystem
Ly = 0 reelle DGL

Re {e(_2+i)x} =e 2 cosx
Im{e(=2+)7} = =20 gin g

bilden ein reelles Fundamentalsystem, d.h. yp(z) = cre 2" cosz + coe 2 sinz mit
c1, ¢ € R ist die allgemeine (reelle) Losung von Ly = 0

2a) Variation der Konstanten (allgemein giiltig)

Ysp(x) = ﬁ;cl(x)yl(x) mit ¢;(x) = (m 0x ist spezielle Losung von Ly = f
mit
y1(2) ya(2) Yn (@)
v (x) Yo () Yn ()
det W(x) = :
W) @) @)
und
0
det W;(z) =
0
f(x)

i-te Spalte gegeniiber det W (x) geiindert

Mit y; () = e 2" cosz, yo(z) = e > sinz gilt

det W (z) e 2T cosx e Tsinx
e 2*(—2cosx —sinx) e 2*(—2sinz + cosx)
= e 4% (cos’z — 2sinz cosx + 2cos rsinx + sin z) = e
0 e 2 ging 4 2
det Wi(z) =| _o, . _ . =—e Tsin“z
1(@) e sinx e ?*(—sinz + cosx)
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und

—2x
_ e"“*cosx 0 4z .
det W(z) = e 2% (—2cosx —sinx) e ®sinx | € cosrsiny
Ly = f(z) =e **sinz
det W1 (x)
= = [ —F=
1) / det W (x) *
= /(—sin2 x) 0x = /(— sinz) sinx 0x
:cosxsinx—/ cosx  Ox
——
=1-sin?z
= f/sin2x ox = c¢1(x)
= i(cosxsinx —x)
det W
co(x) = /ditVVQ((af)) ox = /cosxsinx 0x
5 [ sin(e) ox =~ cos(20)
=— [ sin X=—=
5 | sin(2z 7 cos(2z
oder:
. 1.5
co(x) = [ coszsinz 0x = —sin“x
N~ 2
I’ !
= Ysp(x) = c1(z)y1(2) + c2(2)y2(2)
1 : —2x i 2 —2z :
= i(cosa:smx —x)e “cosx + 7 sin” ze” " sinz
1
= —e % (—gcosx + cos’zsinz4sinz )
=sin z(cos? z+sin? z)=sinz
se % sinz ist in y, () enthalten.

2b) Ansatz in Form der Storglieder
Ly = f (konstante Koeffizienten in L!)

Satz z
Ist f(x) = elath)e Z apz® und X = a+if3 eine Nullstelle der Ordnung j > 0 des charakteristischen

k=0
Polynoms, so gibt es eine spezielle Losung von Ly = f von der Form
I+j
ysp(w) = C(CH_ﬁ)w Z bkl‘k fir b, € C

k=j
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A = —2 +4: Nullstelle 1. Ordnung von y(A) d.h. j =1 und

f(z) =e *sing = Ime =219
= [ = 0 und Resonansfall!
Ly = e(=2+9%: spezielle Losung von der Form
Ysp(x) = be(—2t+0z dal=0,j=1

Einsetzen in DGL liefert
Yip(z) = eI (b4 (=2 4 i)ba)
Yu () = eTHDT(2p(—2 4 4) + (—2 + 1) %ba)

y" + 4y’ + by = e(~2+0)z;

= e(_2+i)“’{2b(—2 +i) 4 (4 — 4i — 1)bx + 4b + 4(=2 + i)bz + 5b33} = e(-2Hi)e
= 2bi=1,dh. b= £+ =3t
= Ysp(r) = —%xe(72+i)z

Ly = f ist DGL mit reellen Koeffizienten

= Ysp(x) = Im{ ysp(z)}

i ,
. (=249
m{ 5 € }
=L Im{ie™}
2 —_——
=COos T
-2

T
=——e ““cosx
2

3) = y(.’E) = yh(x) + ysp(x)

2 2 2

_ _ . T _ .
=cie **cosx + coe” “sinx — —e “Fcosw mit ¢1, co €R

Reduktion der Ordnung

Ly = 0 sei lineare DGL 2. Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten. y;(x) # 0 sei eine (nicht-
triviale) Losung. Dann ergibt der Ansatz

y2(x) = c(x) * y1 ()

eine lineare DGL 1. Ordnung in ¢'(z).
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Aufgabe 58 Gesucht allgemeine Losung von

z(1+2)y" +(2+32)y +y=0 fir x > 0
Hinweis: y; () = 1 ist eine Losung.
Ansatz:
_ (@)
ya(z) = —
= yl(a) = d ¢
Y2 T 72
c’ d c
ya(z) = — — 223

Einsetzen in DGL liefert

c

c’ c c c c
1 € 9% 12 )42 S
x( +az:)<m =t x3)+( +3I)(m 362>+9j 0

1+
x

1
=(1+z)" -2 d+ (24 3x)=(
T

1
_ — = —
u(z) == (z) = u T2
d.h.
/
1
u—:—iéln\z|:—ln|1—|—x|
U 1+z
d.h.
1 /
u(w) = 1 =)
)
= c(z) = 71+Xm=111|1+$|
d.h.
In(1
yg(x):w fiir x > 0

2. linear unabhéngige Losung

1 In(1
=ylx)=c—+ CQM fiir > 0 mit c1, ¢ € R ist die allgemeine Losung
x x

67
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lineare Differenzialgleichungssysteme
#'(t) = A(t)Z(t) + b(t) mit A(t) nxn-Matrix und A(t), b(t) stetig auf I = [a, b).

1. homogene Ldsung

Ein System von Losungen {Z1(¢)...Z,(¢t)} von Z'(¢t) = A(¢)Z(t) bildet eine Basis des Lo-
sungsraumes, falls fiir ihre Wronski-Matrix W (t) gilt:

det W (t) = det(1(t) ... Zn(t)) £ 0

Die allgemeine Losung von #'(t) = A(t)Z(t) lautet:

n
En(t) = ciFi(tymiter ...cp €R
i=1
Mit der Fundamentalmatrix

O(t, to) :== W(t) * W(ty) ™ *
gilt:

Z(t) = ®(t, to)Ty ist die eindeutige Losung des AWP’s

F(t) = A@)E(t)

T(to) = %o

A konstante nxn-Matrix

Ist 71, ..., 7" eine Kette von Hauptvektoren der Jordanschen Normalform von A zum EW
Ao, so erhélt man [ linear unabhéngige Losungen des homogenen Systems durch

7 (t) = eo'gh

2 t
T5(t) = e’ {2'6(1) + ﬁﬁ(z) + 17(3)}

) = ot d 1 1T o L1y 4 50
T (t) = e (l—l)'v —|—(l_2)'v —‘r...—i—FU + 7

2. eine spezielle L6sung des inhomogenen DGL-Systems
Variation der Konstanten

Eine spezielle Losung von @ (t) = A(t)Z(t) 4 b(t) ist gegeben durch

Folt) = 3 (O ()

i=1
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- detWi(t) o
Cl(t)—/m(st firi=1...n

und

det Wi(t) = det (:E‘l(t), . E(t),...,fn(t))

{

i-te Spalte abgeéndert!

Dabei ist {#1(t),...,Zn(t)} ein Fundamentalsystem (FS) von &' (t) = A(t)Z(t)

3. Die allgemeine Losung von & (t) = A(t)Z(t) + b(t) wird gegeben durch

8

(t) = fh(t) + fsp(t)

= ad@n(t) + Top(t)
i=1
Das AWP
#(t) = A()E(L) + b(t)
#(to) = Zo

hat die eindeutige Losung

Z(t) = ®(t, to)a'c’0+/ ®(t, s)b(s)ds

to

det W;(s) .
B(t,t0) :c0+Z/ ot (5) — s« (1)

Aufgabe 59 Bestimme Fundamentalsystem (FS) von Losungen von &' = AZ mit

-1 1 1
A= -2 -2 5
-1 0 2
Eigenwerte
—-1-A 1 1
det(A — A\E) = -2 —-1-X 5
-1 0 2—A

=—GB+1+A)+2=N((1+A1)?+2)
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= 6-A+(2=NN+2\+3)

=-X\=0
dh. A\ =0, ygg =3
Eigenvektoren: (A — A\ E)Z =0
-1 1 110
-2 -1 5|0
-1 0 20
= =321+ 623 =0
d.h.
Ir1 = 2%3
To = 72%1 + 5%3
Wiahle z.B. z3=1= 2, =2, 25 =1
2
d.h. ) = 1 einziger linear unabhéngiger Eigenvektor
1
Hauptvektoren
-1 1 1 -1 1 1
(A-vE)Y?=[ -2 -1 5 -2 -1 5
-1 0 2 -1 0 2
-2 -2 6
= -1 -1 3
-1 -1 3
2 -1
= Kern (A—UE)Q:E( 1, 1 )
1 0
(A=0E) =0 (dapa(4)=0)
d.h. dimKern (A —0E)? =3
0
= z.B. 1753) =10 |]e R3 \ Kern (A — 0F)?
1
=Kern (A-0E)3
= 7% = (A-o0E)s?
-1 1 1 0 1
=| -2 -1 5 0 |]=1|5
-1 0 2 1 2

und
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-1 1 1 1 6
5§1) =(A— 0E)17§ ) — 2 -1 5 5 | =13
-1 0 2 2 3
2
=) =M = | 3 | (auch i =| 1 )
3 1
6 1 6t +1
oty =t (Ho +df) = 3 |+ [ 5 | = 845
3 2 3t + 2
] 3t t
T(t) = eMt (%51(1) + 5@ 4 51(3)) = %tQ + 5t
o2 2t +1

bilden ein Fundamentalsystem (FS), d.h.
.’)_L"(t) =17 (t) + CQfQ(t) + C3f3(t)

mit ¢1, ca, c3 € R ist die allgemeine Lésung von & = AZ.

Aufgabe 60 Bestimme die Losung des AWPs

x) =21 + 22 + e sin 2t z1(0) =1
mit
xh = —4w1 + T2 + 2¢' cos 2t 22(0) =2
Eigenwerte
l1=x o1 | )
det(A — \F) = 4 1_)\_(1 A)+4

dh A2=1+2¢
Eigenvektoren
A =1+ 2i
—2ix1 + 22 =0

—4z; — 2ixy =0

d.h. v = ( 2ll >

A reell =

#1(t) = Re{eM't } = Re{e(1+20)t ( 1. )}

21
et cos 2t
N —2sin 2t
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To(t) = Im{eMt)} = Im{e(1+2¢)t ( 1. >}

21
et sin 2t
- —2cos 2t

bilden Fundamentalsystem (FS)

Losung des homogenen AWPs:

- oy cos 2t " sin 2¢ .
a) Zp(t) = cre ( 9 &in 9t ) + coe < 9 cos 21 mit ¢1, co € R

w0=(5)=(2)=a0)=(2)

d.h. C1 = Cy = 1

- o cos 2t + sin 2t
= n(t) =e ( 2cos 2t — 2sin 2t

1 (20 1
-1 _ _
= W) +2<0 1) (0
o cos 2t sin 2t
= (t,0) =e <2sin2t 2 cos 2t ) ( 0

: cos 2t % sin 2¢
=e .
—2sin2t cos2t

— = O
~~
= O
N~

d.h.

S . 4 cos2t  isin2t 1
Tnlt) = 2(6,0)Z0 = ( ~2sin2t  cos2t 2

oy cos 2t + sin 2t
o 2cos 2t — 2sin 2t

spezielle Losung von &' (t) = AZ(t) + b(t) mit Tp(0) =0

etcos2t  e'sin2t
det WO =| _oioginar 2t cos 2t
= e*2(cos? 2t + sin” t)

= 9¢%t
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det Wy (t) = ‘E(t), fg(t)‘

TNt sin 2t o
mit b(t) =e ( 9 cos 2 > = Ta(t)
d.h. Resonansfall
d.h. det W1 (¢t) = 0 und det Wa(t) = det W(t)

= Cl(t) = 0, Cg(t) =t
— TN _ t Sin2t
= Ty = tb(t) =te ( 9 cos 24

= T(t) = Fn(t) + Tep(t) 165t AWP

) erfiillt 7y, (0) =0 !
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Vorlesung 9 - 18.09.2001

Bogenlinge

1. Es sei & = 7(t), a <t <D, stetig differenzierbare Polardarstellung einer Kurve v. Dann ist

b
L) = [ ol o
ihre Lange.
2. Die Kurve v sei in Polarkoordinaten gegeben.

) w=r(p)cose

. ya< <
y=r(p)sing v

mit 7(¢) stetig differenzierbar auf [, f].

Dann ist

3
L(v) = / Vr2(p) +12(p)de

Aufgabe 61 Berechne die Léinge der Kurve v, gegeben durch ihre Spur

{(z> € R? ’ (22 +yH)? — 2z(z? + %) — 9y = 0}

Y

Polarkoordinaten:
TSP Binsetzen in die Spur ergibt
y=rsing
224y =12
d.h.
rt —2rcospxr? —r?sin®p =0
d.h.

r? —2rcosp —sinZ ¢ =0

= T2 =COsp E \/m:cosgo:tl

Wegen r(¢) > 0 ist nur 7(¢) = 1 4 cos ¢, 0 < ¢ < 27 moglich.
= 1'(¢) = —siny, d.h.
() +1%(p) = (1 + cosp)? +sin’ p

=1+2cosp+ cos?+sin®p
N—————
=1
=2(1+ cos )
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= L(y) = /0 ' V2(1 + cos p)dp

cosp = cosgg +p2) = 00252 £ — sin? z
=cos” & — (1 —cos” %)
=2cos?’ £ -1
dh. 1+4cosp=2cos? £
27 ©
éL(”)/)ZQ/ | cos =|dp
0 2
e [ s ? ;
=4 / co8 o dy aus Symmetrie
0
—8sing| =8
sin 3|
s 27
Differenzierbarkeit bei mehreren Verdnderlichen
f ist in &y differenzierbar, falls
- - - R(h
f(Zo+h) = f(Zo) + Vf(Zo) * h+ R(h) mit lim % ) =0
(Weierstrafi’sche Zerlegungsformel) im0 ||
f definiert in Umgebung U ().
. of of of \ =
v ==, =, ..., =
/(@) (5:51’ Sxo’ " Sz, (7o)
Satz Sind die partiellen Ableitungen 55;&701, cee g alle in &y stetig, so ist f in &y differenzierbar

(nur hinreichend).
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Aufgabe 62 Untersuche f : R2 — R? mit

1
Ty sin o xy #0
f(l', y) = 4 fiir
0 zy =0
auf differenzierbarkeit im Nullpunkt. Existiert
) .
é(o, Yo) fiir yo # 0
f ist in O differenzierbar, falls
z,y) = f(0,0) + VvV f(0,0 + R(zx, mit lim ——=—— =0
fa9) = 10,0+ 770.0(7) + Riay) Jim

Es ist
f(l’,O)—f(O,O)_O_OZO
x oo
o F,0) -~ f0,0) 5
. xZ, - ) _ 2J —
T T 5 (%0 =0
und
f(O,y)*f(O’U):O*OZO
Yy y o
d.h.
y—0 Yy dy

d.h. wegen f(0,0) = 0 folgt
R(‘T7y) = f(.%‘, y)

|R(z,y)| _ lvysin

Ve +yr a2 4P
|2y

322 +9%)

2 + y?

—0 fur xz,y — 0

IN

da a® +b*> > 2ab a,beR

IN

N | =

= f ist im Nullpunkt differenzierbar

Form ist fiir yo # 0

1

_ Yo sin —— — 1
f(vaJO) f(o’yo) — 0 Yo = Yo Sin —

x T Yo

divergent fiir x = 0, yo # 0
1
= 6—f(0,y0) existiert nicht fiir yo # 0, d.h. Satz tiber Stetigkeit der partiellen Ableitung
T

nicht anwendbar.
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Richtungsableitung

Definition: sei f : U(Zp) — R. Dann heifit

1
D7 (&) := lim —(f(fo + o) — f(fo))
h—0 h

Richtungsableitung von f in &, in Richtung ¥ # 0.

Satz: Ist f: U(Zy) — R und ist f € ¢;(U), so gilt:

Dv f(Zy) = <vfl(dy), v> fiir alle Richtungen o # 0

Aufgabe 63 Berechne alle Richtungsableitungen im Nullpunkt, sofern sie existieren, von

f:R*—R mit f(z,y) = y it
0 z=9y=0
Ist f stetig im Nullpunkt?
Stetigkeit in 0:

. 5 ysin(y®)  3sin(y®) 1 7 _sint
ES]Stf(y7y)7 2y4 - yg *)§7éf(0,0)f0dath_n}onl
= fistin 0 unstetig und daher nicht differenzierbar in 0.
Richtungsableitung in 0:
mit 7 = () # 0 gilt:

- 1 -
D110 - i, 10~ 1)
7 0) = tim {0 ~ F0)
— lim 1 hvs sin(hvy hvg) _0
h—0 h h2’012 + h41)24
— ook i sin(h2vyvy)
v umy h2v12 + hivyt
=0 fiir vy =0, vo #0

Fiir v; = 0 gilt:

o= . h2U1’U2 + O(hG)
DU f(0) = v x lim s oyt

v1v9 + O(h?)

= vy * lim
h—0 ’1112 —+ h21)24
V1V2 ’U22
=vp—y = — fiir v1 #0
U1 U1

= In 0 existieren alle Richtungsableitungen, obwohl f dort unstetig ist.

7



