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1 Einführung

Größe International DIN
Istwert / Regelgröße y X
Sollwert / Führungsgröße w W
Regeldifferenz e Xd

Stellgröße u Y
Störgröße z, d, n Z

2 Differentialgleichungen

Variation der Konstanten
u′(x) + a(x)u(x) = f(x)

Linh = e−A(x) ·
∫

eA(x) · f(x) dx

3 Laplace-Transformation

• Verschiebungssatz:
L[x(t − Tt)] = e−sTt · X(s)

• Dämpfungssatz:
L[x(t)e−at] = X(s + a)

• Ähnlichkeitssatz:

L[x(at)] =
1

a
X

(

s

a

)

• Differentiationssatz:

L
[

d

dt
x(t)

]

= −x(0−) + s · X(s)
,

L
[

dn

dtn
x(t)

]

= snX(s) −
n−1
∑

ν=0

sνx(n−1−ν)(0−)

• Integrationssatz:

L





t
∫

0

x(τ) dτ



 =
1

s
X(s)

• Faltungssatz:
[x1(t) ∗ x2(t)] = X1(s) · X2(s)

• Grenzwertsätze
x(0+) = lim

s→∞
s · X(s)

ẋ(0+) = lim
s→∞

−sx(0+) + s2 · X(s)

x(∞) = lim
s→0

s · X(s)

ẋ(∞) = lim
s→0

s2 · X(s)

• Partialbruchzerlegung

Bνi =
1

(r − i)!

dr−i

dsr−i

(

(s − sν)r Z(s)

N(s)

)∣

∣

∣

s=sν

4 Modellbildung im Frequenzbereich

Impedanzen

Name Symbol Impedanz (Z = U
I

)

Kapazität
1

Cs
Widerstand R

Induktivität Ls

Name Symbol Symbol Impedanz Impedanz

(Transl.) (Rot.) (ZM = F
sX

) (ZM = T
sθ

)

Feder
K

s

K

s

Dämpfer d D

Trägheit ms Js
Newton

• 1. Newtonsches Gesetz: ~p = m~v = const

• 2. Newtonsches Gesetz: d~p
dt

= m~a = ~F

• 3. Newtonsches Gesetz: ~FT = ~F (e)

Getriebe
T2

T1
=

ω1

ω2
=

θ1

θ2
=

N2

N1
Transformation: Impedanzen kann man auf die Antriebsseite abbilden, in-

dem man mit
(

NAntrieb

NAbtrieb

)2
multipliziert.

Gleichstrommotor

Tm = Kt · Ia, Uind = Kb · sθm

Tm|ωm=0 = Tm,halte = Kt
Ra

ua

ωm|Tm=0 = wm,leer = ua
Kb

5 Dynamisches Verhalten

Systeme zweiter Ordnung

• s1,2 = −a1,2 D > 1 aperiodisch gedämpft

s1,2 = −a D = 1 aperiodischer Grenzfall

s1,2 = −a ± jωr 0 < D < 1 periodisch gedämpft

s1,2 = ±jω0 D = 0 ungedämpft

s1,2 = a ± jωr −1 < D < 0 instabil

s1,2 = a1,2 D ≤ −1 instabil

• Pole: −Dω0 ± jω0

√
1 − D2 = −a ± jωr

D = 0.2, 0.3, . . . , 1

ω0t
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0.2
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1

1.2

1.4

1.6

• Anstiegszeit Tr: Zeit für den Übergang von 10 % zu 90 %

• Überschwingzeit: Zeit bis zum Erreichen des ersten Maximums der
Sprungantwort (Tp ≃ Imaginärteil)

Tp =
π

ω0

√
1 − D2

=
π

ωr

• Ausregelzeit: Zeit bis zum erstmaligen Erreichen und Verbleiben im
Intervall ±2 % vom Endwert (Ts ≃ Realteil)

Ts,2 % = − ln(0,02
√

1 − D2)

Dω0
≈ 4

Dω0
=

4

α

Ts,5 % = − ln(0,05
√

1 − D2)

Dω0
≈ 3

Dω0
=

3

α

• %OS: Maximales Überschwingen (%OS ≃ D = cos θ)

%OS = e
− Dπ√

1−D2

• zusätzliche negative Nullstellen machen das System schneller

• positive Nullstellen machen das System nicht-minimalphasig

6 Dynamisches Verhalten linearer Regelsysteme

• Phasenminimales Verhalten

– Alle Nullstellen in der linken Halbebene

– keine Totzeit

– stabile oder grenzstabile Pole

• Elementare Übertragungsglieder

– Übertragungsglied (P IlDmTn)

G(s) = K · (1 + TD1s) · (1 + TD2s) · . . . · (1 + TDms)

sl · (1 + T1s) · (1 + T2s) · . . . · (1 + Tns)

=
K

sl
· 1 + (TD1 + . . . + TDm)s + . . . + (TD1 · · · TDm)sm

1 + (T1 + . . . + Tn)s + . . . + (T1 · · · Tn)sn

1
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– Proportionalglied (P -Glied): KP

– Integrierglied (I-Glied): KI
s

– Differenzierglied (D-Glied): KDs

– Zusammengesetzes Ü-Glied (P ID-Glied): K
(

1
TI s

+ 1 + TDs
)

– Verzögerungsglied 1. Ordnung (P T1-Glied): K
1+s·T

– Verzögerungsglied 2. Ordnung (P T2-Glied):
K·ω2

0

ω2

0
+2Dω0·s+s2

– Verzögerungsglied n-ter Ordnung (P Tn-Glied): K
1+a1s+...+ansn

– Vorhalteglieder: K(1 + TD1s + T 2
D2s2 + . . . + T m

Dm
sm)

– Vorhalteglied 1. Ordnung (P D-Glied): K · (1 + TD1s)

– Vorhalteglied mit Verzögerung (DT1-Glied): KDs

1+sT1

– Verzögerndes Integrierglied (IT1-Glied): 1
s

· K1

1+sT1

• Eigenschaften geregelter Systeme

– Dynamischer Regelfaktor (Empfindlichkeitsfunktion): R(s) =
1

1+G0(s)

– Parameteränderung: G2 → G2 + ∆G2

∗ ohne Rückkopplung: ∆Y
Y

= ∆G2

G2

∗ mit Rückkopplung: ∆Y
Y

= ∆G2

G2
· R(s)

∗ Empfindlichkeit: SG2
= R(s)

– Parameteränderung: G3 → G3 + ∆G3

∗ ohne Rückkopplung: ∆Y
Y

= ∆G3

G3

∗ mit Rückkopplung: ∆Y
Y

= ∆G3

G3
· − G0

1+G0

∗ Empfindlichkeit: SG3
= G0

1+G0

– Charakteristische Gleichung: 1 + G0(s) = 0

– Zum verhindern bleibender Regelabweichung:

Prozess Sprung am Störung am Störung am

Eingang Prozessausgang Prozesseingang

P I-Verhalten I-Verhalten I-Verhalten

I P -Verhalten P -Verhalten I-Verhalten

7 Stabilität

• Definition: lim
t→∞

g(t) = 0

• System ist stabil, wenn die Antwort auf Anfangsbedingungen abklingt

• BIBO-Stabil: every bounded input produces a bounded output

• Stabilität bei LTI-Systemen

– asymptotisch stabil: nur Pole in der linken Halbebene

– instabil: mehrfach-Pol auf der imaginären Achse oder Pol in der
rechten Halbebene

– grenzstabil: einer oder mehrere einfach-Pole auf der imaginären
Achse, keine Pole in der rechten Halbebene

• Hurwitz-Kriterium

– Notwendige Bedingung: ai > 0 ∀i

– Hurwitz-Determinanten:

Dn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an−1 an−3 an−5 · · · a0/a1 · · · 0

an an−2 an−4 · · · a0/a1 · · · 0

0 an−1 an−3 · · · · · · · · · 0

0 an an−2 · · · · · · · · · 0

0 0 an−1 · · · · · · · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 0 · · · · · · · · · a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

DHi: i-te Hauptuntermatrix

Kriterium: ai > 0 und DHi > 0 für alle i ≤ n

• Routh-Hurwitz-Kriterium

– Routh-Schema:
s4 a4 a2 a0

s3 a3 a1 0

s2
−
∣

∣

a4 a2
a3 a1

∣

∣

a3
= b1

−
∣

∣

a4 a0
a3 a0

∣

∣

a3
= b2

−
∣

∣

a4 0
a3 0

∣

∣

a3
= 0

s1
−
∣

∣

a3 a1

b1 b2

∣

∣

b1
= c1

−
∣

∣

a3 0
b1 0

∣

∣

b1
= 0

−
∣

∣

a3 0
b1 0

∣

∣

b1
= 0

s0
−
∣

∣

b1 b2

c1 0

∣

∣

c1
= d1

−
∣

∣

b1 0
c1 0

∣

∣

c1
= 0

−
∣

∣

b1 0
c1 0

∣

∣

c1
= 0

– Kriterium: Die Zahl der Pole in der rechten Halbeene ist gleich der
Zahl der Vorzeichenwechsel in der 1. Spalte des Routh-Schemas

– 1. Spezialfall: Nulleinträge in der erste Spalte. Lösung: ε-Methode

– 2. Spezialfall: Nulleinträge in einer Zeile. Lösung:

∗ Bilde Hilfspolynom mit Koeffizienten aus Zeile über Nullzei-
le. Höchste Potenz ist die dieser Zeile zugeordnete Potenz.
Potenzen fallen in 2-er Schritten.

∗ Differenziere Hilfpolynom. Trage dies anstelle der Nullzeile
ein.

8 Frequenzgang und Bode-Diagramm

Ortskurven

• P T1: Halbkreis

• P T2

– G(jω)
∣

∣

ω=0
= K

– G(jω)
∣

∣

ω=ω0

= −j · K
2D

• P T3

– G(s) = K

1+T1s+T 2

2
s2+T 3

3
s3

– Schnittpunkt mit imaginären Achse

ω1,2 = ± 1

T2

– Schnittpunkt mit reellen Achse

ω3 = 0 oder ω4,5 = ±
√

T1

T 3
3

• P Tn: ϕmax = −n · π
2

• D-Glied: positive imaginäre Achse

• I-Glied: negative imaginäre Achse

• IT1-Glied: G(s) = KI · 1
s

· 1
1+T1s

, G(jω)
∣

∣

ω→0
= −KIT1 − j∞

• Totzeitglied: Kreise im mathematisch negativem Sinn

−40

−30

−20

−10

0

10

20

0,1 1 10
ω/ω0

20 log(|G(jω)|/ω2
0)[dB]

D = 0.1
D = 0.2
D = 0.3
D = 0.5
D = 0.7
D = 1
D = 1.5

0

−45

−90

−135

−180
0,1 1 10

ω/ω0

ϕ(ω)[◦]

D = 0.1
D = 0.2
D = 0.3
D = 0.5
D = 0.7
D = 1
D = 1.5

2



Marius Geis Systemtheorie I Formelsammlung SS2011

9 Nyquist-Kriterium

• Die Anzahl der instabilen Pole des geschlossenen Kreises ergibt sich
aus der Differenz von instabilen Polen des offenen Kreises und der
Anzahl U der mathematisch positiven Umläufe um (−1, 0).

rg = ro − U
∣

∣

∞
−∞

• Der geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil, wenn die
vollständige Ortskurve des offenen Kreises G0(jω) den kritischen
Punkt (−1, 0) r0 + a0

2
mal im Gegenuhrzeigersinn umkreist.

rg +
ag

2
= ro +

a0

2
− U
∣

∣

∞
−∞

• U = Anzahl der Umläufe. Für 0 < ω < ∞ muss die Zahl halbiert
werden.

• Einfache Version: ro = 0, ao = 0

• Phasenrand αRd = 180◦ + ϕ(ωD) mit |G0(jωD)| = 1

• Amplitudenrand ARd = |G0(jω′
D

)| mit ϕ(ω′
D

) = 180◦. Günstig:
−20 dB bis −8 dB

10 Entwurf von Regelkreisen

• Standard-Regelkreis

W (s) GR(s) GS(s)

Z(s)

Y (s)
−

Y (s) =
G0(s)

1 + G0(s)
· W (s) +

GS(s)

1 + G0(s)
· Z(s)

E(s) =
1

1 + G0(s)
· W (s) − GS(s)

1 + G0(s)
· Z(s)

• Stationärer Fehler:

Systemtyp Stationärer Fehler e(∞) für

N W (s) = A
s

W (s) = B
s2 W (s) = C

s3

0 A
1+K0

∞ ∞
1 0 B

K0
∞

2 0 0 C
K0

• 2. Ordnung

– Amplitudenüberhöhung: ωR = ω0 ·
√

1 − 2D2,
Amax(ω) = A(ωR) = K

2D
√

1−2D2
· 1

ω2

0

– Gges(s) =
ω2

0

s2+2Dω0s+ω2

0

⇒ G0(s) =
ω2

0

s·(s+2Dω0)
⇒ ωD = ω0

√√
4D4 + 1 − 2D2

– ⇒ αRd = tan−1

(

2D
√√

4D4+1−2D2

)

≈ 0,01αRd/Grad

für 0 ≤ αRd < 70◦

• Strukturstabile Regelkreise

Regelstrecke Regler

P P, I, P I

P T1 P, I, P I

P T2 P

I P, P I

IT1 P

I2 P D

• Ziegler-Nichols:

– Methode 1: Gs durch Totzeit Tt und P T1 mit Zeitkonstante T
und Endwert Ks approximieren

– Methode 2: Schwingversuch: Regelkreis mit P -Regler schließen,
und K auf Kp,krit erhöhen, bei der eine Dauerschwingung mit
Periode Tkrit auftritt

• Chien, Hrones, Reswick: Approximation wie bei Methode 1 oben.

GR(s) = Kp ·
(

1 + 1
Tns

+ Tvs
)

• P I-Regler

GR(s) =
KR

s
(1 + sτ)

0

20
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0,01 0,1 1 10 100

−90

−45

0

0,01 0,1 1 10 100
ωτ

– Falls Stabil: Lege τ = T1, wobei T1 die größte Zeitkonstante ist.

– z.B. wähle KR so, dass αRd erfüllt wird

• Nichtidealer P I-Regler

GR(s) = KR
1 + τs

1 + ατs
α > 1

20 log(KR)

20 log(KR/α)

A(ω)

−90

−45

0

1/ατ 1/τ

ϕ(ω)

– Bestimmung von KR so, dass stionationärer Fehler innerhalb von
Grenzen

– Aufzeichnen von KRG(s) im Bode-Diagramm

– Durchtrittsfrequenz ωD bei αRd + 5◦ einzeichnen

– Nullstelle von GR(s) bei 1
τ

= 0,1ωD festlegen

– α ergibt sich dann aus α = |G(ωD)|KR

• Idealer P D-Regler: GK(s) = KR(1 + TDs)

• Realer P D-Regler

GK(s) =
1 + ατs

1 + τs
α > 1

3
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A(ω)

20 log α
10 log α

0

45

90

1/ατ 1/τ

ϕ(ω)

– Bestimmung von KR so, dass stationärer Fehler innerhalb der
Fehlertoleranz

– Aufzeichnen von KRG(s)

– Bestimmung von αRd und ϕAdd (+5◦)

– Bestimmung von α mit ϕAdd = arcsin
(

α−1
α+1

)

⇔ α =
1+sin(ϕAdd)
1−sin(ϕAdd)

α

ϕAdd

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

20

40

60

80

– Frequenz, bei der |KRG(jω)| = −10 log α, ist ωD und ωMitte

– Pol: 1
T

= ωD

√
α

– Nullstelle: 1
αT

= ωD√
α

– Überprüfe Phasenrand, und wiederhole ggf.

• PID-Regler

20 log β

−90

−45

0

45

1/T1 1/βT2 1/T2

– GR(s) = KR
s

(1 + T1s) 1+βT2s
1+T2s

– Bestimmung von KR so, dass stationärer Fehler innerhalb der
Fehlertoleranz liegt

– Aufzeichnen von KRG(s), Bestimmung des Phasenrands αRd und
der zusätzlichen notwendigen Phasenvoreilung ϕAdd

– Bestimmung von β wie α oben. ωD = ωm = 1√
βT2

⇒ 1
T2

=
√

βωD

– ωD > 1
T1

und 1
T2

> ωD > 1
βT2

: T1 = 1

|KRG(jωD)|
√

β

• Lead-Kompensation (Phasenanhebendes Korrekturglied)

– GR(s) = 1+TDs

1+Tvs
mit TD > Tv (P DT1)

• Lag-Kompensation (Phasenabsenkendes Korrekturglied)

– GR(s) = 1+TDs

1+Tvs
mit TD < Tv (P DT1)

• Zusammenfassung

1. Stabilitätsreserve wird durch Phasenrand und Amplitudenrand
bestimmt

2. Kreisverstärkung G0(0) beieinflusst statisches Verhalten

3. Harmonische Schwingungen mit Frequenz größer als ωD werden
gedämpft. ωD gibt auch Anstiegszeit (Schnelligkeit) an.

4. Phasenanhebung bewirkt i.A.

– Vergrößerung der Stabilitätsreserve

– Verringerung des Überschwingens der Regelgröße

5. Phasenabsenkung bewirkt i.A.

– Amplitudengang wird abgesenkt und damit ωD verringert

– verkleinert die Stabilitätsreserve

6. Amplitudengang soll um ωD mit 20 dB / Dekade abfallen, denn
dann ist der Phasenrand ≈ 0◦ bis 90◦

11 Kaskadenregelung, Störgrößenaufschaltung

GKa(s) GKi(s) Gi(s)

GMi(s)

GMa(s)

Ga(s)
yayiwa ea wi ei ui

−−

Innerer Regelkreis GRi(s)
Regelstrecke

12 Wurzelortskurve

• Amplitudenbedingung: |G(s)| = 1
K

• Phasenbedingung: arg[G(s)] = ±180◦(2k + 1)

1. Die WOK ist symmetrisch zur reellen Achse.

2. Die WOK besteht aus n Ästen. (n − m) Äste enden im Unendlichen.
Alle Äste beginnen mit K = 0 in den Polstellen und enden mit K → ∞
in den Nullstellen bzw. im Unendlichen.

3. Wurzelschwerpunkt:

σa =
1

n − m

(

n
∑

ν=1

Re spν −
m
∑

µ=1

Re sNµ

)

4. Ein Punkt auf der reellen Achse gehört zur WOK, wenn die Gesamt-
zahl der rechts von ihm liegenden Pole und Nullstellen ungerade ist.

5. Verläuft die WOK auf der reellen Achse zwischen zwei Nullstellen, gibt
es einen Vereinigungspunkt, zwischen zwei Polen einen Verzweigungs-
punkt.

n
∑

ν=1

1

(s − sPν
)

=

m
∑

µ=1

1

(s − sNµ
)

6. Austritts- bzw. Eintrittswinkel:

ϕP̺,A
=

1

rP̺







−
n
∑

ν=1
ν 6=̺

ϕPν
+

m
∑

µ=1

ϕNµ
± 180◦(2k + 1)







ϕN̺,E
=

1

rN̺







−
m
∑

µ=1
µ6=̺

ϕNµ
+

n
∑

ν=1

ϕPν
± 180◦(2k + 1)







7. Belegung der WOK mit K-Werten:

K =

∏n

ν=1
|s − sPν

|
∏m

µ=1
|s − sNµ

|

8. Asymptotische Stabilität für alle K liegt vor, wenn die WOK links der
imaginäre Achse liegt.
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